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TESIS DE DOCTORADO EN FI´SICA
MODELOS DE QUARKS NO LOCALES PARA LA DESCRIPCIO´N




Dra. Milva Gabriela Orsaria
Director
Dr. Gustavo An´ıbal Contrera
Co-director
Miembros del Jurado
Dr. Horacio Falomir, Dr. Marcelo Miller, Dr. Norberto Scoccola
Facultad de Ciencias Exactas






I´ndice de contenidos v
I´ndice de figuras vii




2. Contexto astrof´ısico y materia de Quarks 7
2.1. Ecuaciones de estructura para estrellas de neutrones (TOV) . . . . . . . . . 8
2.2. Estad´ıos de las estrellas de neutrones y su relacio´n con las ecuaciones de
estado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3. Materia de quarks en objetos compactos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4. Ecuacio´n de estado h´ıbrida: transicio´n de fase segu´n los formalismos de
Maxwell y de Gibbs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3. Modelo de quarks no local 25
3.1. Generalidades de QCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.2. Formalismo teo´rico del modelo NJL no local . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.3. Bosonizacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.4. Aproximacio´n de Campo Medio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.5. Aproximacio´n de Fase Estacionaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.6. Diagonalizacio´n, ecuaciones del gap y Granpotencial a T=0 . . . . . . . . . 35
v
vi I´ndice de contenidos
4. Modelo PNJL no local 39
4.1. Extensio´n a temperatura y potencial qu´ımico finitos . . . . . . . . . . . . . . 39
4.2. Regularizacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.3. Extensio´n al modelo PNJL-nl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.3.1. El lazo de Polyakov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.3.2. Inclusio´n del campo Φ en el modelo NJL-nl . . . . . . . . . . . . . . 49
4.4. Inclusio´n de interacciones vectoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.5. Construccio´n del diagrama de fases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.6. Inclusio´n de leptones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5. Superconductividad de color en el modelo de quarks no local 63
5.1. Diquarks como condensados de quarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.2. Neutralidad de carga ele´ctrica y de color para diquarks en estrellas de neu-
trones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
6. Materia hadro´nica y modelo DDRMF 75
6.1. Teor´ıa de campo medio relativista dependiente de la densidad . . . . . . . . 76
6.2. Modelos RMF(L) y parametrizaciones utilizadas . . . . . . . . . . . . . . . . 80
6.3. Extensio´n a temperatura finita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
7. Estrellas de neutrones con materia de quarks: resultados 87
7.1. Estrellas h´ıbridas con transiciones de fase abruptas . . . . . . . . . . . . . . 88
7.2. Estrellas h´ıbridas con transiciones de fase mixta . . . . . . . . . . . . . . . . 98
8. Conclusiones 103
A. Integrales fermio´nicas para el modelo NJL 107
B. Cantidades termodina´micas para el modelo NJL-nl con superconducti-
vidad de color 111
B.1. Granpotencial regularizado con interaccio´n vectorial y diquarks a T = 0 . 111
B.2. Campos Auxiliares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
B.3. Densidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
B.4. Sistema de ecuaciones a resolver . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
B.5. Granpotencial Regularizado Con interaccio´n vectorial y diquarks a T finita 116
Bibliograf´ıa 119
I´ndice de figuras
1.1. Estructura esquema´tica de una estrella de neutrones . . . . . . . . . . . . . 2
1.2. Diagrama de fases esquema´tico de la QCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.1. Distintos tipos de soluciones a las ecuaciones de TOV en el plano masa
gravitacional-radio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2. Curvas de masa gravitacional versus masa bario´nica como soluciones de las
ecuaciones de TOV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3. Esquema de estad´ıos de evolucio´n de una estrella de neutrones. . . . . . . . 13
2.4. Esquema de conversio´n de nucleones a hiperones. . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.5. Masa por nucleo´n del 56Fe y de materia de quarks en la hipo´tesis de la
materia extran˜a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.6. Construccio´n de ecuaciones de estado h´ıbridas a lo Maxwell . . . . . . . . . 21
2.7. Construccio´n de ecuaciones de estado h´ıbridas a lo Gibbs. . . . . . . . . . . 22
4.1. Granpotencial y densidad en funcio´n del potencial qu´ımico bario´nico para
la construccio´n de la transicio´n de primer orden del modelo de quarks. . . 55
4.2. Calor espec´ıfico de quarks para la construccio´n de la transicio´n tipo crossover. 56
4.3. Diagramas de fases del modelo de quarks en el plano (T,µ) y (T,nb). . . . 57
4.4. σs y ns en funcio´n de µ para distintos valores de acoplamiento vectorial. . 59
5.1. Ecuaciones de estado para la fase 2SC +s y la de materia normal de quarks
(NQM). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.2. Ecuacio´n de estado, campo ∆ y densidad ns para distintos valores del aco-
plamiento vectorial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.1. Poblacio´n de part´ıculas en funcio´n de la densidad para las parametrizaciones
DD2 y GM1L. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
vii
viii I´ndice de figuras
7.1. Construccio´n de EdE h´ıbridas a lo Maxwell para las parametrizaciones ele-
gidas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
7.2. Masas dina´micas Mi y densidades ni de los quarks u, d, s en funcio´n del
potencial qu´ımico bario´nico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
7.3. Masa gravitacional en funcio´n del radio y la densidad de energ´ıa con EdE
h´ıbridas sin superconductividad de color. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
7.4. Masa gravitacional en funcio´n del radio y la densidad de energ´ıa con EdE
h´ıbridas con superconductividad de color. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
7.5. Masa gravitacional MG, en funcio´n del radio para la parametrizacio´n DD2
y ζV = 0,4, con distintos valores de acoplamiento de diquarks. . . . . . . . . 93
7.6. MG en funcio´n del radio para EdE a temperatura y/o entrop´ıa finitas. . . . 94
7.7. MG en funcio´n de MB para estad´ıos de proto-ENs. . . . . . . . . . . . . . . 96
7.8. Construccio´n de EdE h´ıbridas y relacio´n masa-radio para el modelo 2SC+s
a temperatura finita. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
7.9. Poblacio´n de part´ıculas para las estrellas h´ıbridas con fase mixta. . . . . . . 99
7.10. MG en funcio´n de MB para distintos estad´ıos de estrellas construidas con
transicio´n tipo Gibbs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
7.11. Perfiles de temperatura en funcio´n de la densidad bario´nica. . . . . . . . . . 100
7.12. Perfiles de densidad de energ´ıa-masa y masa-radio para las estrellas h´ıbridas
con superconductividad de color. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
7.13. MG en funcio´n de MB para estad´ıos de proto-estrellas y estrella fr´ıa con
superconductividad de color. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
I´ndice de tablas
5.1. Estructura de color y sabor de los distintos condensados de diquarks. . . . 65
6.1. Para´metros de los modelos RMF(L) con la parametrizacio´n GM1L y DDRMF
con la parametrizacio´n DD2 utilizados en este trabajo. . . . . . . . . . . . . 82
6.2. Propiedades de la materia nuclear para las parametrizaciones GM1(L) y DD2. 83
7.1. Resultados de masa gravitacional y masa bario´nica para las transiciones a
lo Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
7.2. Masa, radio y composicio´n del nu´cleo para las (proto-) ENs con masa ba-
rio´nica conservada MB = 2,36M⊙ para la parametrizacio´n GM1L. . . . . . . 95
7.3. Masa, radio y composicio´n del nu´cleo para las (proto-) ENs con masa ba-
rio´nica conservada MB = 2,43M⊙ para la parametrizacio´n DD2. . . . . . . . 96
7.4. Masa, radio y composicio´n del nu´cleo para las (proto-) ENs con masa ba-
rio´nica conservada MB = 2,42M⊙ para la parametrizacio´n DD2 y fase mixta
de hadrones y quarks. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
7.5. Masa, radio y composicio´n del nu´cleo para las (proto-) ENs con masa ba-
rio´nica conservada MB = 2,36M⊙ para la parametrizacio´n GM1L y fase




Este trabajo de tesis se centra en estudiar la posible existencia de transiciones de fase
en los remanentes compactos inmediatos del colapso del nu´cleo de supernovas, las estrellas
de neutrones, y los modelos teo´ricos que describen la materia densa en su interior. Es-
pec´ıficamente, nos interesa analizar la factibilidad de una transicio´n de materia hadro´nica
a materia de quarks en el nu´cleo de estos objetos. La densidad de la materia en el in-
terior de las estrellas de neutrones, supera varias veces a la de los nu´cleos ato´micos, y
la ecuacio´n de estado que describe dicha materia en tal re´gimen au´n es desconocida. En
este contexto, es sabido que la interaccio´n entre los constituyentes de los nucleones, los
quarks, se debilita con el aumento de la densidad por la propiedad intr´ınseca de la QCD
conocida como libertad asinto´tica. Por lo tanto, la materia deber´ıa disolverse en un estado
de quarks casi libres a altas densidades, o bien formar un estado superconductor de color.
Esta fase superconductora de color ser´ıa favorable energe´ticamente, si estuviera presente
en una estrella de neutrones fr´ıa, dado que un sistema de fermiones que interactu´an de´bil-
mente a baja temperatura es inestable con respecto a la formacio´n de pares de Cooper.
Aunque es imposible saber tanto teo´rica como experimentalmente si esas fases existen en
las estrellas de neutrones, la interpolacio´n de la parte resoluble de QCD de altas densi-
dades junto con las ecuaciones de estado hadro´nicas a bajas densidades, sugieren que las
mismas podr´ıan aparecer en el interior de objetos compactos. Para la transicio´n de fase
usaremos dos formalismos diferentes: el formalismo de Maxwell, en el cual se supone una
transicio´n de fase abrupta entre la materia hadro´nica y de quarks sin formacio´n de fase
mixta, y el formalismo de Gibbs, en el que se forma una fase mixta en la que coexisten
hadrones y quarks. Para la descripcio´n de la materia hadro´nica, utilizaremos diferentes
parametrizaciones del modelo de campo medio relativista con constantes de acoplamiento
dependientes de la densidad. Para la descripcio´n de la materia de quarks utilizaremos un
modelo efectivo Nambu Jona-Lasinio no local de tres sabores con interacciones vectoria-
les, en el que incluiremos la posibilidad de formacio´n de diquarks para modelar una fase
superconductora de color en SU(3), que llamaremos 2SC + s. Se presentan diagramas de
xi
xii Resumen
fase y ecuaciones de estado de la materia de quarks a temperatura finita, y se investiga la
influencia de dicha materia en observables asociados con estrellas de neutrones. Asimismo,
utilizando ecuaciones de estado h´ıbridas, se estudia la evolucio´n te´rmica simplificada de
estrellas compactas durante su formacio´n, desde su estado de proto-estrellas de neutrones
hasta el de estrellas de neutrones fr´ıas, y se comparan los resultados obtenidos con obser-
vaciones astrof´ısicas recientes. Las parametrizaciones utilizadas es este trabajo se ajustan
a las mediciones ma´s recientes de masas y constantes de acoplamiento de la QCD, lo cual
impone fuertes restricciones a la existencia de materia de quarks en las proto-estrellas, a
diferencia de lo que sucede con modelos menos realistas o con ma´s para´metros libres. Sin
embargo, los resultados obtenidos indican que au´n considerando dichas restricciones, la
ocurrencia de materia de quarks en los nu´cleos de estas estrellas sigue siendo una posi-
bilidad promisoria. Los para´metros libres restantes de los modelos se ajustaron teniendo
en cuenta las restricciones observacionales, provenientes de determinaciones precisas de
las masas de pulsares de ∼ 2 M⊙, y del evento de la fusio´n de dos estrellas de neutro-
nes, conocido como GW170817. El hecho de que el uso de modelos ma´s realistas para
la descripcio´n de la materia densa en estos objetos indiquen la presencia de materia de
quarks en el interior de estrellas de neutrones, podr´ıa ser una respuesta al interrogante del
comportamiento de dicha materia y la determinacio´n de su correspondiente ecuacio´n de
estado.
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El colapso del nu´cleo de supernovas constituye una de las explosiones ma´s energe´ticas
observadas en el Universo, pudiendo eclipsar una galaxia entera por un breve instante. Sus
posibles restos, las llamadas estrellas de neutrones (EN), representan los objetos estables
ma´s densos (adema´s de los agujeros negros) conocidos, con masas de ∼ 1.4 M⊙ y radios ∼ 10
km. Muchas EN son radiopu´lsares, que emiten ondas de radio en forma perio´dica y tienen
velocidades de rotacio´n muy altas, con per´ıodos del orden de milisegundos. Los pu´lsares
tambie´n pueden emitir rayos X o rayos γ y poseer campos magne´ticos extremos. Algunas
EN, conocidas como magnetares, tienen campos magne´ticos superficiales de 1014 − 1015
Gauss ([1] y referencias all´ı mencionadas).
La descripcio´n de la materia en condiciones tan extremas es un problema au´n no resuelto
para la comunidad astrof´ısica. En los u´ltimos diez an˜os, los descubrimientos de EN con
masas alrededor de 2 M⊙ [2, 3, 4] representaron un fuerte desaf´ıo a la hora de construir las
ecuaciones de estado (EdE) que describen estos objetos. Las EdE que se usaban hasta ese
momento no llegaban a describir masas de ese orden, por lo cual fue necesario empezar
a considerar grados de libertad adicionales para describir la materia en el interior de las
EN. Asimismo, el evento histo´rico conocido como GW170817, la primera deteccio´n de
ondas gravitacionales a partir de la fusio´n de dos EN el 17 de agosto de 2017 [5], tambie´n
establecio´ nuevos desaf´ıos teo´ricos para la construccio´n de la EdE de la materia en el
interior de estos objetos compactos.
Las densidades en los nu´cleos internos de las EN pueden ser superiores a la densidad
de saturacio´n de los nu´cleos ato´micos (∼ 2.3 ×1014 g/cm3), y estas condiciones no son
accesibles en los laboratorios terrestres. Por eso, el estudio de la composicio´n de los nu´cleos
internos de estos objetos se basa, en la mayor´ıa de los casos, en conjeturas teo´ricas. La
imagen tradicional de una EN incluye materia compuesta principalmente de neutrones con
1
2 Introduccio´n
una pequen˜a fraccio´n de protones y electrones. Au´n en esta imagen simple, la estructura
interna de estos objetos esta´ lejos de ser uniforme: se espera que aparezcan capas de
protones y neutrones superconductores en el nu´cleo externo, y gas uniforme de nucleones
entre dicho nu´cleo y la corteza interna de la estrella. Otras configuraciones au´n ma´s exo´ticas
como la formacio´n de estructuras geome´tricas conocida como nuclear pasta [6] pueden
aparecer en regiones de transicio´n en el interior de la estrella. Adema´s, a densidades
comparables o mayores a la densidad de la materia nuclear, a medida que nos acercamos
al nu´cleo interno, podr´ıan aparecer fases exo´ticas que incluyan hiperones, condensados
meso´nicos y materia de quarks. Una representacio´n esquema´tica de una EN se muestra en
la Figura 1.1. En particular, desde el descubrimiento de la subestructura de los nucleones
formados por quarks [7], en muchos trabajos se ha conjeturado la aparicio´n de una fase
de quarks desconfinados en el nu´cleo interno de estos objetos. La existencia de la materia







corteza (~1 km): 
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Figura 1.1: Estructura esquema´tica de una estrella de neutrones. Figura adaptada del trabajo de F.
Weber [8].
En este sentido, el estudio y la comprensio´n de la cromodina´mica cua´ntica (QCD),
la teor´ıa que describe las interacciones fuertes, y sus caracter´ısticas es fundamental para
entender tanto la naturaleza de las EN como el Universo primordial.
Una de las principales caracter´ısticas de la QCD es la libertad asinto´tica. Contraria-
mente a la mayor´ıa de los campos de la f´ısica (por ejemplo, la electrodina´mica cua´ntica),
las interacciones son de´biles siempre que se consideren solo distancias cortas (∼ 0.4 fm)
entre los quarks y se vuelven ma´s fuertes a medida que la distancia entre ellos aumenta.
Calculada a primer orden por Gross, Wilczek y Politzer en 1973 [9, 10], la confirmacio´n ex-
perimental de la libertad asinto´tica hizo posible que la QCD fuera aceptada como la teor´ıa
que describe a las interacciones fuertes. Por lo tanto, en el re´gimen de distancias cortas, la
3QCD puede tratarse perturbativamente. Sin embargo, en el re´gimen de distancias largas
o, equivalentemente de bajas energ´ıas (≲ 1 GeV), la teor´ıa se vuelve no-perturbativa y
los ca´lculos no son matema´ticamente factibles. En este contexto, los problemas que tiene
la QCD en el re´gimen no-perturbativo se abordan o bien a trave´s de ca´lculos ab initio
mediante Lattice QCD [11], o bien construyendo un modelo efectivo que comparte, para
un cierto problema, algunas propiedades fundamentales de la QCD mientras conserva una
estructura matema´tica ma´s simple. Sin embargo, estos dos abordajes tienen serias limi-
taciones. Lattice QCD no puede describir la teor´ıa a potenciales qu´ımicos finitos debido
al problema del signo o problema de la Accio´n compleja [12], mientras que la mayor´ıa
de los modelos efectivos solo son capaces de reproducir QCD cualitativamente. Dado que
en esta tesis nos interesa analizar cantidades y propiedades termodina´micas con potencial
qu´ımico finito usaremos un modelo efectivo no local para la descripcio´n de la materia de
quarks y sus diferentes fases consideradas en el marco de las EN, el cual no solo repro-
duce cualitativamente propiedades de la QCD, sino que tambie´n respeta varias simetr´ıas


























Phase transitions in neutron stars linked to gravitational waves 5
theoretical point of view, it was believed that QCD phase diagram consisted of only two
phases: i) hadronic phase of confined quarks and gluons and broken chiral symmetry
and, ii) deconfined phase and restored chiral symmetry, quark-gluon plasma. Just at
the end of 90s the possibility of new intermediate phases in the QCD phase diagram,
like color superconductivity, began to be accepted[M. Alford (2001)]. It has also been
suggested that there may be non-homogeneous phases[S. Carignano et al. (2010)], and
there may be a phase of confined quarks with restored chiral symmetry (quarkonic
phase)[L. McLerran (2010)]. As has been mentioned in the introduction, the knowledge
of the QCD phase diagram is limited at zero chemical potential, but the structure
of such diagram in the high density region regime is still unknown. Because this
separation of energy scales e↵ective theories keeping some of the features of QCD become
a powerful tool to study dense matter. The most popular used e↵ective models for the
hadronic interactions are NJL-like models (see for example [D. Blaschke et al. (2005),
G. A. Contrera et al. 2010, G. A. Contrera et al. 2010, J. P. Carlomagno (2018)]).
Neutron Stars
Phase transitions in neutron stars link d to gra itational wav s 6
nuclear physics and particle experiments and calculations of e↵ective models, LQCD
and perturbative calculations in asymptotic regimes. Comparison of some e↵ective
quark models with LQCD results are shown in Fig.(1). < q¯q >= 0 < q¯q >  = 0
So far, theoretical physicists have not managed to find a QCD e↵ective model
capable to reproduce both hadron and quark regimes in a single EoS. Matter becomes
simpler at very high densiti s, due the assymptotic freedom pr perty, ut very
complicated in he pposite limit, due the confin m nt. What happens in the middle, are
all speculations that come from combining the data xtracted from heavy ion collisions
experimental physics with di↵erent theoretical models.
NSs can provide a unique window to explore strong interactions under extreme
conditions. Thus, to model the matter in the inner and outer cores of NSs, where there
is the most of its mass, theoretical astrophysicists consider two distinct phases, composed
of di↵erent types of particles. In this way, a hybrid EoS will be multicomponent system
composed of two independent phases: the hadronic phase at low densities, and the quark
phase at high densities.
2.2. Hadronic phase at low densities
A popular model of the relativistic quantum field theory of interacting many-body
systems based on hadronic degrees of freedom (Quantum Hadrodynamics) is known as
the Walecka model [J. D. Walecka (1974), D. B. Serot and J. D. Walecka (1986)]. The
baryons B that may populate neutron star matter include the nucleons N ✏ n, p and
hyperons Y ✏ ⇤, ⌃+, ⌃0 , ⌃  , ⌅0 , ⌅  . In this model, neutrons, protons, hyperons,
delta states interact via the exchange of scalar, vector and isovector mesons ( , !, ⇢,
respectively). The Lagrangian of nuclear matter constructed on the basis of the original
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Figure 1. (Color online) Conjectured QCD phase diagram.
A conjectured phase diagram and a phase diagram constructed with one of the
Nonlocal NJL e↵ective model used to describe quark matter are shown in Fig.(). Other
models, like the chiral sigma model[A. J. Mizher et al. (2010)] or the Field Correlator
model[S. Plumari (2013)] have also been used. The conjectured QCD phase diagram
shown in Fig. (1) represents some of the results obtained from the compilation of
nuclear physics and particle experiments and calculations of e↵ective models, LQCD
and perturbative calculations in asymptotic regimes. Comparison of some e↵ective
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theoretical point of view, it was believed that QCD phase diagram consisted of only two
phases: i) hadronic phase of confined quarks and gluons and broken chiral symmetry
and, ii) deconfined phase and restored chiral symmetry, quark-gluon plasma. Just at
the end of 90s the possibility of new intermediate phases in the QCD phase diagram,
like color superconductivity, began to be accepted[M. Alford (2001)]. It has also been
suggested that there may be non-homogeneous phases[S. Carignano et al. (2010)], and
there may be a phase of confined quarks with restored chiral symmetry (quarkonic
phase)[L. McLerran (2010)]. As has been mentioned in the introduction, the knowledge
of the QCD phase diagram is limited at zero chemical potential, but the structure
of such diagram in the high density region regime is still unknown. Because this
separation of energy scales e↵ective theories keeping some of the features of QCD become
a powerful tool to study dense matter. The most popular used e↵ective models for the
hadronic interactions are NJL-like models (see for example [D. Blaschke et al. (2005),
G. A. Contrera et al. 2010, G. A. Contrera et al. 2010, J. P. Carlomagno (2018)]).
Neutron Stars
Phase transitions in neutron stars linked to gravitational waves 6
nuclear phy ics and particle experiments and calculations of e↵ective models, LQCD
and perturbative calculations in asympt ic regimes. Comp rison of some e↵ective
qu rk m dels with LQCD results are shown in Fig.(1). < q¯q >= 0 < q¯q >  = 0
So far, theoretical physicists have not managed to fin a QCD ↵ective odel
capable o reproduce bo h hadron and quark r gimes in a single EoS. Matter becomes
sim ler very high densities, due the assymptotic freedom property, but very
complicated in the opposite limit, due the confinement. What happens in the middle, are
all speculations that come from combining the data extracted om heavy ion collisions
experimental physics with di↵erent theoretical models.
NSs can provide a unique window to explore strong interactions under extreme
conditions. Thus, to model the matter in the inner and outer cores of NSs, where there
is the most of its mass, theoretical astrophysicists consider two distinct phases, composed
of di↵erent types of particles. In this way, a hybri EoS will be multicomponent system
composed of two independent phases: he hadro ic phase at low densities, and the quark
phase at high densities.
2.2. Hadronic phase at low densities
A popular model of the relativistic qu ntum fiel theory of interacting any-body
systems based on hadronic degrees of freedom (Quantum Hadrodynamics) is known as
the Walecka model [J. D. Walecka (1974), D. B. Serot and J. D. Waleck (1986)]. The
baryons B that may populate neutron star matter include the nucleons N ✏ n, p and
hyperons Y ✏ ⇤, ⌃+, ⌃0 , ⌃  , ⌅0 , ⌅  . I this model, neutrons, protons, hyp rons,
delta states interact via the exchange of scalar, vector and isovector mesons ( , !, ⇢,
respectively). The Lagrangian of nuclear matter cons ruct on basis of the original
Walecka model and extended by th inclusion of nonlinear scalar self-interaction terms




























m2⇢⇢ µ · ⇢ µ  
1
4
⇢ µ⌫ · ⇢ µ⌫ . (1)
where g B(n),g!B(n) and g⇢B(n) are the meson-baryon coupling constants, n is the
baryon number density, ⌧ are the Pauli isospin matrices, and  µ are the Dirac matrices.
In the standard relativistic mean field approach (RMF) the meson-nucleon coupling
constants are set so as to reproduce the properties of isospin symmetric nuclear matter
at the nuclear saturation density, n0 determined by a given parameterization, and are
fixed to their n0 values, giN(n) = giN(n0), i ✏ { ,!, ⇢}.
Phase transitions in neutron stars linked to gravitational waves 6
nuclear physics and particle experiments and calculations of e↵ective models, LQCD
and perturbative calculations in asymptotic regimes. Comparison of some e↵ective
quark models with LQCD results are shown in Fig.(1). < q¯q >= 0 < q¯q >  = 0
So far, theoretical physicists have not managed to find a QCD e↵ective model
capable to reproduce both hadron and quark regimes in a single EoS. Matter becomes
simpler at very high densities, due the assymptotic freedom property, but very
complicated in the opposite limit, due the confinement. What happens in the middle, are
all speculations that come from combining the data extracted from heavy ion collisions
experimental physics with di↵erent theoretical models.
NSs can provide a unique window o explore strong interactions under extr m
conditions. Thus, to model the matter in the inner and outer cores of NSs, where there
is the most of its mass, theoretical astr physicists consider two distinct phases, compose
of di↵erent types of particles. In is way, a hybrid EoS will be mul icompon nt system
composed of two independent phases: the hadronic hase at low den ities, nd the quark
phase at high densities.
2.2. Hadronic phase at low densities
A popular model of the relativistic quantum fiel theory of interacting many-body
systems based on hadronic degr es of freedom (Quantum Hadrodynamics) is known as
the Walecka model [J. D. Walecka (1974), D. B. Serot and J. D. Waleck (1986)]. The
baryons B that may populate neutron star matter include the nucleons N ✏ n, p and
hyperons Y ✏ ⇤, ⌃+, ⌃0 , ⌃  , ⌅0 , ⌅  . In this model, n utrons, protons, hyp rons,
delta states interact via the exchange of scalar, vector and isovector mesons ( , !, ⇢,
respectively). The Lagrangian of nuclear matter cons ructe on basis of the original
Walecka model and extended by th inclusion of nonlinear scalar self-interaction terms




























m2⇢⇢ µ · ⇢ µ  
1
4
⇢ µ⌫ · ⇢ µ⌫ . (1)
where g B(n),g!B(n) and g⇢B(n) are the meson-baryon coupling con tants, n is the
baryon number density, ⌧ are the Pauli isospin mat ices, and  µ are the Dirac matrices.
In the standard relativisti mean field approach (RMF) the m son-nucleon coupling
constants are set so as to reproduce the properties of isospi s mmetric nuclear matter
at the nuclear saturation density, n0 det rmined by a ive parameterization, and are


























Figure 1. (Color online) Conjectured QCD phase diagram.
A conjectured phase diagram and a phase diagram constructed with one of the
Nonlocal NJL e↵ective model used to describe quark atter are shown in Fig.(). Other
models, like the chiral sigma model[A. J. M zher et al. (2010)] or the Field Correlator
model[S. Plumari (2013)] have also been used. The conjectured QCD phase diagr m
shown in Fig. (1) represe ts some of the results obtained from he compilation of
nuclear physics and particle experiments and calculations of e↵ective models, LQCD
and perturbative calculations in asymptot c regimes. Comparison of some e↵ective
quark models with LQCD r sults are sh w i Fig.(2). < q¯q >= 0 < q¯q > 6= 0
Superconductividad 
de color
Figura 1.2: Diagrama de fases esquema´tico de la QCD. Figura adaptada del trabajo de la referencia
[1].
El diagrama e fases esquema´tico de la QCD en la Figura 1.2 ilustra las diferentes fases
teo´ricas de la materia de quarks a una temperatura y un pote cial qu´ımico determina-
dos. Los ca´lculos ab-initio de Lattice QCD indican que a un potencial qu´ımico bario´nico
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pequen˜o y a alta temperatura, la transicio´n de la fase de un gas de hadrones a la fase
de plasma de quarks y gluones es un cruce suave, denominada crossover. Por otro lado,
se espera una transicio´n de fase de primer orden en la regio´n de potenciales qu´ımicos ba-
rio´nicos altos. Ambas fases se encuentran separadas por una curva principal en la que se
encuentra la transicio´n, en la que los estados confinado y desconfinado esta´n en equilibrio.
equilibrio. El punto indicado en la Figura con la sigla CEP (Critical End Point en ingle´s),
separa la l´ınea de crossover de la de primer orden. La curva secundaria separa la regio´n
del diagrama de fases con el signo de interrogacio´n de la fase superconductora de color.
Dicho signo se refiere a que au´n se desconoce, desde el punto de vista teo´rico, que´ fase de
materia de quarks se encontrar´ıa en esa zona de bajas temperaturas y altas densidades
y/o potenciales qu´ımicos. Una fase superconductora de color podr´ıa estar presente en el
interior de una EN fr´ıa, dado que un sistema de fermiones que interactu´an de´bilmente a
baja temperatura es inestable con respecto a la formacio´n de pares de Cooper. La fase
quarkio´nica, en la cual ocurrir´ıa una restauracio´n solo parcial de la simetr´ıa quiral, tam-
bie´n se muestra como una alternativa posible. Existe gran incertidumbre en los ca´lculos
teo´ricos para determinar cual es la estructura del diagrama de fase de la QCD en la regio´n
de densidades bario´nicas ma´s altas. Encontrar la naturaleza de la transicio´n de fase de la
QCD y el punto cr´ıtico correspondiente en dicha regio´n son los objetivos principales de
los programas Beam Energy Scan (BES) en el Relativistic Heavy-Ion Collider (RHIC)[13]
y en el Super-Proton Synchrotron ( SPS) [14]. Respecto a la regio´n de la Figura 1.2 de
densidades ma´s altas, donde yace las materia en condiciones similares a las que se en-
cuentra en el interior de las EN o de magnetares, se espera que los resultados de misiones
espaciales tales como NICER, Neutron star Interior Composition 1 Explorer, o Strobe-X 2
nos permitan determinar completamente la ecuacio´n de estado de la materia ultra densa.
En esta tesis, estudiaremos las propiedades termodina´micas de modelos no locales en todo
el diagrama de fases y lo aplicaremos al estudio de posibles transiciones de fase que puedan
ocurrir en la zona donde se ubicar´ıa el estado de la materia en el interior de las EN (Figura
1.2).
Con respecto a los modelos no locales, en la de´cada del 90, se comenzo´ a incluir in-
teracciones no locales entre los quarks en el tratamiento de la materia mediante modelos
efectivos de la QCD de tipo Nambu Jona-Lasinio (NJL) [15]. EL modelo NJL[16] fue uti-
lizado inicialmente para estudiar las propiedades de los hadrones y luego se generalizo´ al
estudio de la materia de quarks. Una forma natural de introducir la no localidad en la in-
teraccio´n quark-quark consiste en utilizar un propagador de gluones fenomenolo´gicamente
1https://www.nasa.gov/content/about-nicer
2https://gammaray.nsstc.nasa.gov/Strobe-X/
5modificado (propagador efectivo) [17]. El hecho de incluir la no localidad, soluciona las
divergencias en las auto-energ´ıas de los quarks y las masas meso´nicas que ocurren en el
modelo NJL esta´ndar. Otro rasgo caracter´ıstico del modelo NJL esta´ndar es la ausencia
de confinamiento. Con el fin de describir tanto la ruptura esponta´nea de la simetr´ıa qui-
ral como el confinamiento de color que ocurren en la QCD, se propusieron los modelos
Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) como una extensio´n de la teor´ıa NJL original. El
lazo o loop de Polyakov, en una teor´ıa de calibre (tambie´n conocidas como teor´ıas de gauge)
pura, es un para´metro de orden de la transicio´n de fase de desconfinamiento[18, 19]. Esta
peculiaridad esta´ relacionada con la existencia de una simetr´ıa discreta, Z3, de la accio´n
de calibre puro, que se rompe esponta´neamente cuando se inicia el desconfinamiento. El
lazo de Polyakov desaparece en la fase confinada de baja temperatura pero es diferente de
cero en la fase desconfinada, a altas temperaturas.
Tenemos entonces, que los problemas debido a las divergencias ultravioletas y al confi-
namiento, que surgen naturalmente en los modelos NJL, pueden resolverse con el uso de
interacciones no locales y la inclusio´n del lazo de Polyakov. Los modelos de quarks quirales
no locales son capaces de proporcionar una descripcio´n satisfactoria de las propiedades de
los hadrones a temperatura cero [20]. Sin embargo, para un potencial qu´ımico nulo, estos
modelos conducen a una temperatura critica bastante baja (del orden de 120 MeV) para
la transicio´n de fase quiral en comparacio´n con los resultados de Lattice QCD. Este pro-
blema se resuelve incorporando el lazo de Polyakov, lo cual aumenta significativamente la
temperatura de restauracio´n de la simetr´ıa quiral [21].
Esta tesis esta´ organizada de la siguiente manera: en el Cap´ıtulo 2, damos una intro-
duccio´n al contexto astrof´ısico en el que sera´n aplicados nuestros modelos de quarks no
locales (NJL-nl). Las generalidades de QCD y el formalismo teo´rico para el caso de los
tres sabores ma´s livianos de quarks en el modelo NJL-nl, se presentan en el Cap´ıtulo 3.
El Cap´ıtulo 4 esta´ dedicado a la extensio´n del modelo a temperatura finita y a la incor-
poracio´n del lazo de Polyakov, PNJL-nl. La inclusio´n de la superconductividad de color a
temperatura cero y su extensio´n a temperatura finita se desarrolla en el Cap´ıtulo 5. En
el Cap´ıtulo 6 se describe el modelo utilizado para la materia hadro´nica que compondra´
el nu´cleo externo de las EN. Los resultados de la aplicacio´n astrof´ısica de los modelos
efectivos presentados en esta tesis se muestran y discuten en el cap´ıtulo 7. Finalmente, en
el cap´ıtulo 8 presentamos las conclusiones y perspectivas futuras de la aplicacio´n de este
tipo de modelos en el contexto astrof´ısico.

Cap´ıtulo 2
Contexto astrof´ısico y materia de
Quarks
Las EN son los objetos astrof´ısicos compactos ma´s densos del universo (106 g/cm3 ≲
ρ ≲ 1015 g/cm3) [22], despue´s de los agujeros negros. Ambos surgen como consecuencia de
explosiones supernova de una estrella masiva. Estos objetos constituyen laboratorios natu-
rales que permiten investigar la influencia de campos magne´ticos intensos, la superfluidez
y la superconductividad en la materia sometida a condiciones extremas, las propiedades
de las fuerzas nucleares a altas densidades y las posibles transiciones de fase de la materia
nuclear hacia otro tipo de materia ma´s exo´tica, como la materia de quarks desconfinada o
en un estado superconductor de color. Respecto a la materia de quarks desconfinada, en
los an˜os 80 surge la llamada conjetura de Bodmer-Witten [23, 24], la cual sugiere que una
forma de materia de quarks conocida como materia extran˜a (strange quark matter) ser´ıa el
estado fundamental de las interacciones hadro´nicas. A partir de esta conjetura, surgieron
varios estudios de estrellas compuestas u´nicamente por materia de quarks [25, 26, 27].
Ma´s tarde, estudios teo´ricos mostraron que el estado fundamental de la materia de quarks
desconfinada podr´ıa ser superconductor de color [28]. Sin embargo, estudios detallados en
el marco de modelos tipo Nambu Jona-Lasinio, cuestionan la estabilidad absoluta de la
materia de quarks, ya sea en la forma de plasma de quarks-gluones o en una fase super-
conductora de color [29]. Discutiremos ma´s en detalle este punto en la seccio´n 2.3.
Si bien la gravedad en las ENs comprime la materia a densidades de energ´ıa comparables
a las alcanzadas en colisiones de iones pesados, en las que es factible la formacio´n de un
plasma de quarks y gluones, au´n es una inco´gnita la existencia de materia de quarks en
sus nu´cleos internos. Esto depende de que las densidades en el centro de estos objetos
sean suficientemente extremas como para conducir a la formacio´n de un nuevo estado de
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materia no confinada. Aunque la u´ltima de´cada ha sido testigo de avances notables en
las observaciones de ENs, lo que ha obstaculizado conclusiones firmes sobre la presencia
de materia de quarks en el interior de estos objetos es la falta de predicciones precisas
de la QCD para las propiedades de la materia a altas densidades bario´nicas. Lo que s´ı
es claro es que tanto los estudios teo´ricos como experimentales de la QCD indican que
al menos dos fases son claramente identificables por el comportamiento cualitativo de la
ecuacio´n de estado de la materia densa: a bajas densidades la ecuacio´n de estado de la
QCD sigue las predicciones de modelos hadro´nicos y a altas densidades la descripcio´n es
compatible con modelos perturbativos de la QCD. Esta situacio´n no deber´ıa, en principio,
ser diferente en el contexto de una EN. Asimismo, au´n no se descarta la existencia de
estrellas formadas solamente por materia de quarks[30, 31, 32]. Otra posibilidad es que las
ENs este´n formadas por un nu´cleo de materia de quarks desconfinada, o formando diquarks
en una fase superconductora de color, rodeado de varias capas de materia hadro´nica.
Este tipo de estrellas se conocen como estrellas h´ıbridas. Tambie´n podr´ıa existir una fase
mixta donde estuvieran presentes quarks y hadrones al mismo tiempo, ya que una tensio´n
superficial suficientemente pequen˜a (≲ 70 MeV/fm2) entre las interfaces hadro´nica y de
quarks, favorecer´ıa la formacio´n de dicha fase [33]. Sin embargo, au´n se desconoce el valor
de la tensio´n superficial y esto ha dado lugar a varios estudios que muestran resultados
contrapuestos (ver, por ejemplo [34] y sus referencias).
Como vimos en la introduccio´n, la estructura interna de las ENs se divide en varias
regiones o capas. Por ello, el modelado de estos objetos desde que nacen, en su etapa de
proto-estrellas, hasta que se enfr´ıan, requiere tener en cuenta no solo los procesos f´ısicos
de transporte que ocurren en su interior, sino tambie´n analizar su estructura y estabili-
dad hidrosta´tica. Si bien la mayor´ıa de ENs se encuentran en sistemas binarios, se han
detectado tambie´n ENs aisladas como por ejemplo las que se conocen comu´nmente como
”los 7 magn´ıficos” (XINS: X-ray Isolated Neutron Stars) [35]. En este trabajo considerare-
mos estrellas de neutrones esfe´ricamente sime´tricas, esta´ticas y aisladas en un proceso que
puede ser descripto en forma simple a trave´s de distintos estadios de entrop´ıa por bario´n
constante, como describiremos ma´s adelante en la seccio´n 2.2.
2.1. Ecuaciones de estructura para estrellas de neutrones
(TOV)
Desde el descubrimiento de los pu´lsares en 1967 por Jocelyne Bell [36] (lo cual permitio´
obtener el premio Nobel a su director, Antony Hewish en 1974), las ENs han sido objeto
de intensos estudios, tanto desde el punto de vista de las observaciones astrono´micas como
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desde el punto de vista teo´rico. La primera especulacio´n teo´rica sobre la existencia de un
objeto extremadamente denso con una composicio´n similar a la de los nu´cleos ato´micos
provino de Lev Landau en 1931[37]. El descubrimiento de los neutrones al an˜o siguiente[38]
proporciono´ un apoyo adicional a la conjetura de Landau, ya que un objeto compuesto de
part´ıculas neutras no sufrir´ıa el problema de estabilidad como consecuencia de la repulsio´n
electrosta´tica. En el an˜o 1934, los astro´nomos Fritz Zwicky y Walter Baade propusieron
objetos compuestos de materia neutro´nica pura como un remanente de una explosio´n de
supernova [39]. Uno de los hechos cruciales para comprender la f´ısica de las ENs, fue
la formulacio´n de ecuaciones de equilibrio hidrosta´tico de un fluido autogravitante en el
marco de relatividad general. Dicha formulacio´n fue completada independientemente por
Oppenheimer y Volkoff [40] y por Tolman [41]. Las ecuaciones correspondientes se conocen
como las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkof (TOV). Para resolverlas, se necesita
la EdE de la materia que compone dicho fluido.
La relacio´n entre la densidad de masa o energ´ıa y la presio´n en el interior de la EN es
lo que determina su EdE. De esta manera, para cada EdE, es posible calcular una familia
de ENs con una masa y un radio bien determinados que dependera´n del modelo o los
modelos elegidos para describir la materia en el interior de estos objetos. Combinando las
ecuaciones de TOV y la EdE podemos calcular la estructura de cada estrella que compone
la familia correspondiente. Las TOV se obtienen de resolver las ecuaciones de relatividad
general para una me´trica que describa un fluido esta´tico no rotacional con simetr´ıa esfe´rica.
Partiendo de una me´trica que respete esas condiciones, y asumiendo que la materia dentro









donde r es el radio, P (r) y (r) son la presio´n y densidad de energ´ıa en un radio r, m(r)
es la masa contenida en ese radio y G es la constante de gravitacio´n universal. Usualmente
estas ecuaciones se resuelven con buena precisio´n empleando me´todos Runge Kutta de
orden 4. Dando una relacio´n (p), las condiciones de borde a satisfacer para encontrar
relaciones de masa-radio son: m(r = 0) = 0 y p(r = R) = 0 para algu´n valor de R que sera´
el punto l´ımite de la integracio´n para el cual, si se cumple esta condicio´n, estaremos en
el borde de la estrella. Una vez resueltas estas ecuaciones, podemos llegar, dependiendo
de la EdE (p) de la que partamos, a relaciones masa-radio como las de la Figura 2.1.
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Dependiendo del tipo de EdE proporcionada, podemos ver que es posible obtener radios
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Figura 2.1: Soluciones de las ecuaciones de TOV en el plano masa-radio para distintas EdE. Las barras
en gris son las restricciones impuestas por los pulsares de 2M⊙. La l´ınea superior inmediata a las barras
indica la restriccio´n proveniente del ana´lisis de los datos obtenidos a partir del evento GW170817, que
impone un l´ımite para la masa ma´xima de ENs de 2.16 M⊙[42]. La l´ınea inferior con doble flecha indica
la restriccio´n a los radios de las ENs provenientes del ana´lisis de datos del mismo evento de la fusio´n de
dos ENs (ver [5] y [1] y sus referencias).
arbitrariamente pequen˜os (para el caso de estrellas puramente formadas por materia de
quarks extran˜a) o curvas de masa radio que llegan hasta un l´ımite inferior de radios.
En este u´ltimo caso, la estrella que corresponde al punto ma´ximo de masa es la u´ltima
estrella estable de la familia, siendo las de radios menores inestables hidrosta´ticamente, y
posiblemente candidatas a convertirse en agujeros negros. Sin embargo, hay trabajos que
proponen que estas inestabilidades podr´ıan salvarse, dependiendo del tiempo de nucleacio´n
en relacio´n a la frecuencia de oscilacio´n radial de la estrella, si ocurriera una transicio´n de
fase abrupta de materia hadro´nica a materia de quarks en su interior [43]. Cabe destacar
que si bien uno puede ingresar en las ecuaciones de TOV distintas ecuaciones de estado,
hay restricciones generales que se tienen que cumplir, a saber:
Causalidad: dpd < c2, donde c es la velocidad de la luz.
2.2 Estad´ıos de las estrellas de neutrones y su relacio´n con las ecuaciones de estado 11
Estabilidad termodina´mica: dpd > 0.
En el siguiente cap´ıtulo desarrollaremos con ma´s detalle las condiciones que impondre-
mos a las ecuaciones de estado. Por lo pronto, vale la pena mencionar que la condicio´n de
causalidad da un l´ımite superior en el plano masa-radio, que resulta en M ≲ 0,35R, el cual
es menor que el l´ımite de Schwarzchild M = 0,5R. Es decir, que es posible construir EdE
que violen causalidad antes de llegar al l´ımite de Schwarzchild.
Hasta aqu´ı hemos discutido sobre la masa gravitacional (que siempre expresaremos en
te´rminos de masas solares M⊙), la cual se define como
MG = ∫ R
0
4pir2(r)dr. (2.3)
Es u´til, sin embargo, definir la masa bario´nica de la estrella:
MB =mN ∫ R
0
4pir2nB(r)√
1 − 2Gm(r)r dr, (2.4)
donde mN es la masa del neutro´n, y nB(r) es la densidad bario´nica para un radio r.
Esta cantidad puede ser calculada si para cada punto (p) tambie´n ingresamos nB(p).
Una vez calculada la masa bario´nica, es posible realizar curvas en el plano (MG,MB),
como el de la Figura 2.2. Estas curvas nos sera´n de utilidad por el siguiente argumento:
si suponemos que las estrellas a analizar esta´n aisladas, la masa bario´nica se tiene que
conservar durante su evolucio´n. Por lo tanto, si tenemos estad´ıos de la estrella calculados
a distintas temperaturas, la condicio´n a pedir es que todas las estrellas que calculemos
caigan en una recta sobre un valor definido de masa bario´nica. Por ejemplo, si nuestra
estrella a estudiar a temperatura cero tiene un valor de masa bario´nica de MB = 2,4M⊙
pero las estrellas calculadas a temperatura finita nunca alcanzan dicho valor, no sera´n
posibles candidatas a predecesoras de dicha estrella por no cumplir conservacio´n de masa
bario´nica.
2.2. Estad´ıos de las estrellas de neutrones y su relacio´n con
las ecuaciones de estado
Hasta aqu´ı hemos presentado las ecuaciones de estructura de las estrellas de neutrones,
en donde dijimos que necesitamos como ingrediente primario una ecuacio´n de estado que
nos de la relacio´n (p) para resolver las ecuaciones de TOV. Sin embargo, dependiendo
de la clase de objeto compacto que querramos estudiar y su composicio´n interna, las
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Figura 2.2: Curvas de masa gravitacional en funcio´n de la masa bario´nica para distintas temperaturas,
la l´ınea negra so´lida corresponde a temperatura cero, la l´ınea vertical indica el valor de masa bario´nica
que deber´ıan conservar las estrellas que sean candidatas a predecesoras de la estrella fr´ıa.
EdE que podemos utilizar como ingrediente pueden ser de distintos tipos: isote´rmicas,
isoentro´picas, con y sin neutrinos, con y sin quarks, etc. Para determinar que´ EdE es la
adecuada, debemos tener en cuenta los distintos estad´ıos en la evolucio´n de las ENs y que´
restricciones imponen e´stos sobre las condiciones de la materia que dichas EdE representan.
Por ello, a continuacio´n describiremos esquema´ticamente el proceso de formacio´n de las
ENs.
Una vez que una estrella se queda sin combustible para consumir, implosiona pues ya
no existe presio´n de las reacciones nucleares que pueda contrarrestar la presio´n gravita-
toria. Como el contenido que queda en la estrella son mayormente fermiones, el colapso
llega a un punto donde no existen diferentes estados para cada part´ıcula (por principio de
exclusio´n de Pauli), y se genera un efecto rebote del manto externo de la estrella colap-
sando contra el nu´cleo. En este estad´ıo queda un nu´cleo de baja entrop´ıa en donde hay
neutrinos atrapados (estad´ıo (1) en la Figura 2.3). El nu´cleo queda rodeado por un manto
de baja densidad y alta entrop´ıa, que se encuentra acretando materia del nu´cleo externo
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de hierro y a la vez va perdiendo energ´ıa debido procesos de captura electro´nica y emisio´n
de neutrinos te´rmicos. Este manto se extiende por alrededor de 200 Km y es aproximada-
mente estable antes de una eventual explosio´n debida al rebote mencionado. Luego de este
(4) t 〜～50s 
transparencia a los 𝜈 
(1) t = 0s 
implosión
(2) t = 0.5 -1s 
𝜈 atrapados
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Figura 2.3: Esquema de los estad´ıos de evolucio´n de una estrella de neutrones considerados en este
estudio (basado en la referencia [44]).
estad´ıo pueden pasar dos cosas: la explosio´n no es suficientemente fuerte para deleptoni-
zar el manto externo, y la materia se vuelve a acretar, dando paso a la formacio´n de un
agujero negro, o la supernova explota, generando una pe´rdida de presio´n importante en
el disco por deleptonizacio´n, el manto colapsa, y la acrecio´n se vuelve menos importante
(estad´ıo (2)). El tercer estad´ıo se produce cuando la estrella empieza ra´pidamente a perder
neutrinos. Esto lleva a una reduccio´n en su presio´n por deleptonizacio´n, y tambie´n aqu´ı es
posible que se convierta en un agujero negro si la presio´n gravitatoria es lo suficientemente
grande. Si esto no sucede, la estrella terminara´ de deleptonizarse mientras se calienta por
el efecto Joule de los neutrinos que escapan y llegara´ al estad´ıo 3. Se cree que una vez
que los neutrinos terminaron de escapar es cuando se produce el ma´ximo calentamiento
de la estrella, pero distintos ana´lisis de los resultados que veremos al final de esta tesis nos
permiten reconsiderar esa afirmacio´n. Luego del escape de los neutrinos, la probabilidad
de ocurrencia de materia extran˜a se incrementa. En la seccio´n siguiente analizaremos esta
hipo´tesis, pero cabe mencionar que si la produccio´n de materia extran˜a es suficientemente
grande, existe nuevamente la posibilidad de colapso a un agujero negro. Si esto no ocurre,
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a menos que haya acrecio´n esta posibilidad queda descartada para los estad´ıos siguien-
tes. Si el colapso no sucede, la estrella continu´a enfria´ndose y se hace transparente a los
neutrinos (estad´ıo (4)). Para todos los fines pra´cticos de este trabajo (recordemos que no
analizaremos efectos de transporte), los siguientes estad´ıos corresponden a la estrella fr´ıa,
a entrop´ıa y temperatura nulas.
Para los primeros estad´ıos, donde hay neutrinos atrapados, la materia se encuentra en
equilibrio beta, lo que junto con la conservacio´n de carga implica que [45]:
µe − µνe = µµ − µνµ , (2.5)
µB = biµN − qiµe + qiµνe , (2.6)
donde bi y qi son el nu´mero bario´nico y la carga ele´ctrica del hadro´n o quark correspon-
diente y µN es el potencial qu´ımico del neutro´n. Ignoraremos efectos de Coulomb y de
superficie, por lo cual los leptones sera´n considerados como gases de Fermi libres. Las
fracciones lepto´nicas se definen como
YLe = ne + nνenB =X, (2.7)
YLµ = nµ + nνµnB = 0, (2.8)
(2.9)
donde YL es la fraccio´n de la especie de part´ıculas i, ni la densidad y X es un nu´mero a fijar
dependiendo del estad´ıo a considerar. La fraccio´n de muones se toma como nula por estar
suprimida mientras existen neutrinos de electro´n, y se vuelve distinta de cero luego de la
deleptonizacio´n, donde por las mismas razones de equilibrio mencionadas anteriormente
resulta µµ = µe.
En este trabajo utilizaremos los estad´ıos mencionados como una primera gu´ıa para es-
tablecer que´ condiciones le pediremos a nuestras EdE. En principio necesitar´ıamos cumplir
con los siguientes requisitos:
Entrop´ıa o temperatura fija.
Inclusio´n de leptones como gas de Fermi libre.
Fraccio´n lepto´nica fija en el caso de incluir neutrinos.
Descripcio´n de materia hadro´nica y materia de quarks.
Posibilidad de transicio´n de fase entre la materia hadro´nica y de quarks (materia
h´ıbrida).
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Como dijimos anteriormente, al aumentar la densidad de la estrella la probabilidad
de aparicio´n de materia extran˜a aumenta, lo que nos lleva a la necesidad de las EdE que
contengan quarks s para la materia de quarks, y que contengan hiperones en la descripcio´n
de la materia hadro´nica. Veamos en la seccio´n siguiente las razones de esta hipo´tesis un
poco ma´s en detalle.
2.3. Materia de quarks en objetos compactos
Los primeros modelos para describir la materia en el interior de las ENs se basaron
en considerar a los protones, neutrones y electrones como part´ıculas no interactuantes
en un gas de Fermi. En el an˜o 1939, Oppenheimer y Volkoff usaron las ecuaciones de
equilibrio hidrosta´tico para calcular nume´ricamente los modelos de ENs a partir de una
EdE simple, que no ten´ıa en cuenta la interaccio´n de los neutrones. De los resultados de sus
ca´lculos concluyeron erro´neamente que la masa gravitacional ma´xima de una estrella de
neutrones esta´tica estable era M ∼ 0.7 M⊙. Este l´ımite se conoce como el l´ımite de masa de
Oppenheimer-Volkoff. En 1959, Cameron [46] enfatizo´ la importancia de tener en cuenta
la interaccio´n nuclear al calcular la EdE de las ENs y considerando dichas interacciones,
logro´ extender el l´ımite de masa Oppenheimer-Volkoff de 0.7M⊙ a 2M⊙. Adema´s, Cameron
fue uno de los primeros autores en sugerir la existencia de hiperones, es decir, estados de
tres quark donde al menos uno de ellos es un quark extran˜o, en el nu´cleo de las estrellas de
neutrones. Luego, a medida que fueron avanzando los modelos nucleares, distintas pruebas
se realizaron llevando al modelo de la gota l´ıquida, con sus variantes (como la energ´ıa de
asimetr´ıa) como posible modelo para describir la composicio´n de dichas estrellas. Estos
modelos daban predicciones de masas bastante grandes para las estrellas, del orden de
2.8 M⊙. Sin embargo, luego del trabajo de Ambartsumyan y Saakyan [47], se empezo´ a
considerar con ma´s firmeza la posibilidad de que las ENs contengan tambie´n hiperones.
El razonamiento para considerar la existencia de estos grados de libertad es que para
densidades suficientemente altas, el momento de Fermi de los nucleones (N) ser´ıa mayor
que la suma de las masas de, por ejemplo, el Kao´n(K) y el hipero´n Lambda (Λ), generando
la reaccio´n:
N +N → N +Λ +K, (2.10)
donde luego el Kao´n decae de la manera usual (fotones, muones y neutrinos) y se produce
el hipero´n Λ. Esto genera una disminucio´n en la densidad de energ´ıa del sistema, debido
a la fuga de los productos de decaimiento de los Kaones, los neutrinos y los fotones. La
produccio´n de hiperones en el interior de una EN, ocurre a partir de cierta densidad cr´ıtica
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en la que se abren nuevos mares de Fermi para estos grados de libertad, generando una
conversio´n de protones y neutrones en hiperones, como se ilustra en la Figura 2.4. Sin
embargo, esto hace que la materia sea ma´s compresible y, por lo tanto, dificulta que una
ecuacio´n de estado que contenga hiperones pueda explicar las masas de los pu´lsares de 2
M⊙. Esto se conoce en la literatura como hyperon puzzle [48].
n p 𝛬
Aumento de la densidad
pF 〜～ 𝜇4
Producción de  
hiperones:
Figura 2.4: Esquema de conversio´n de nucleones (N = n, p) a hiperones (Λ). A medida que aumenta la
densidad en el interior de la EN, aparecen nuevos grados de libertad, como los hiperones, adema´s de los
nucleones. Al contrario de las condiciones terrestres, donde los hiperones son inestables y se descomponen
en nucleones a trave´s de la interaccio´n de´bil, las condiciones de equilibrio en las ENs pueden hacer que
ocurra el proceso inverso, por lo que la formacio´n de hiperones se vuelve energe´ticamente favorable. Tan
pronto como el potencial qu´ımico µn de los neutrones se vuelve lo suficientemente grande, los neutrones
ma´s energe´ticos (es decir, los de la superficie de Fermi) pueden descomponerse a trave´s de las interacciones
de´biles en hiperones Λ y formar un nuevo mar de Fermi para esta especie hadro´nica con µΛ = µn. De
esta forma, la presio´n de Fermi, pF , ejercida por los bariones, decrece.
El esquema de la Figura 2.4 muestra que cuanto ma´s densa es la materia nuclear,
ma´s energ´ıa de Fermi existe para superar el l´ımite de la masa de los hiperones, de modo
que su creacio´n reduce la energ´ıa y la presio´n del sistema, siendo un estado preferencial.
Cuanto mayor es la presio´n del sistema, mayor es la probabilidad de que dos nucleones
interactu´en, lo que aumenta la probabilidad de producir hiperones en nuevos mares de
Fermi para disminuir la energ´ıa del sistema.
Si bien la presencia de hiperones en las ENs parece ser inevitable desde el punto de
vista energe´tico, la EdE correspondiente da como resultado masas ma´ximas, en la cons-
truccio´n de familias de ENs, no compatibles con las observaciones. La solucio´n de este
rompecabezas no es fa´cil, y actualmente es un tema de investigacio´n muy activo, especial-
mente luego de la deteccio´n de los pu´lsares PSR J1614-2230 y PSR J0348 + 0432, que
descartan muchas de las ecuaciones de estado propuestas actualmente con hiperones (tanto
microsco´picas como fenomenolo´gicas). Para resolver este problema es necesario un meca-
nismo que eventualmente pueda proporcionar la repulsio´n adicional necesaria para hacer
que la EdE sea ma´s r´ıgida, es decir menor densidad de energ´ıa a la misma presio´n. Esto
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lleva a que la materia sea menos compresible y, por lo tanto, incrementa la masa ma´xi-
ma teo´rica alcanzable. Varios intentos se hicieron para modificar los modelos hadro´nicos,
de manera que incluyan hiperones, pero en los que se considere tambie´n algu´n canal de
interaccio´n repulsivo entre los mismos. Sin embargo, ma´s alla´ del e´xito de los modelos
hadro´nicos, luego del descubrimiento de que los quarks eran las part´ıculas constituyentes
de los hadrones, surgio´ una nueva pregunta: ¿que´ pasar´ıa si a partir de cierta densidad,
fuera ma´s favorable energe´ticamente la conversio´n de hadrones a quarks libres, en lugar de
seguir creando hiperones? Este cuestionamiento, por un lado, dio inicio a una bu´squeda
que au´n continu´a hoy, la de modelos que describan al mismo tiempo la materia hadro´nica
y la materia de quarks. Por otro lado, una pregunta nueva surgio´ de la hipo´tesis de Bodmer
y Witten[23, 24]: ¿que´ pasar´ıa si la materia de quarks extran˜a fuera ma´s estable que la
materia nuclear? Esto significar´ıa que a presio´n nula, la energ´ıa por bario´n de la materia
de quarks deber´ıa ser menor que la masa por nucleo´n del nu´cleo ma´s estable, que es el











quarks u, d y s
quarks u y d
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Figura 2.5: Esquema de la comparacio´n de la masa por nucleo´n del 56Fe y materia de quarks para el
caso de dos sabores (quarks u y d) y tres sabores (quarks u,d y s). En teor´ıa, la masa por nucleo´n de
la materia extran˜a podr´ıa estar por debajo de los 930 MeV, lo que la har´ıa ma´s estable que la materia
nuclear ordinaria.
Esta hipo´tesis es va´lida dado que el modelo que se utilizaba (y se utiliza hoy en muchos
ana´lisis) es el conocido modelo de la bolsa del MIT [49, 50, 51]. Este modelo consiste
en pensar que dentro de los hadrones los quarks y leptones se comportan como part´ıculas
libres, pero que deben superar una presio´n de bolsa B para salir de la estructura hadro´nica,
de manera que la presio´n se escribe como
P =∑
f
P f −B, (2.11)
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donde P es la presio´n total, y P f corresponde a la presio´n de part´ıculas libres de la
especie f . El ana´lisis detallado de este modelo es bastante conocido y esta´ lejos de ser
uno de los objetivos de este trabajo, sin embargo, sera´ de utilidad hacer un ana´lisis ra´pido
y breve. Si el potencial qu´ımico de las part´ıculas es suficientemente pequen˜o, la presio´n
sera´ negativa y las part´ıculas se encontrara´n confinadas en hadrones. Para un potencial
qu´ımico suficientemente grande, las part´ıculas se comportara´n como fermiones libres, y
para un valor particular de los potenciales qu´ımicos, ocurrira´ que ∑f P f = B por lo que
la presio´n sera´ nula y el sistema se encontrara´ en la interfase entre hadrones y quarks
libres. Vale decir que hay distintas variantes de este modelo, las cuales incluyen efectos
gluo´nicos o superconductividad [52], sin embargo, la forma de satisface la hipo´tesis de
la materia extran˜a es equivalente en todas. Partiendo del modelo con dos sabores de
quarks u y d , para que la materia nuclear ordinaria sea ma´s estable que los quarks libres,
se obtiene que la energ´ıa por bario´n de esta u´ltima tiene que ser mayor que la de la
primera, llegando a la cota B1/4 > 145,9 MeV. Cuando se pasa al modelo de tres sabores
de quarks, como la presio´n debe ser la misma en la transicio´n a la materia hadro´nica,
se puede pedir que a presio´n cero la materia extran˜a sea ma´s estable que la materia
hadro´nica, obteniendo otra cota diferente. Esta cota junto con la anterior conduce a la
relacio´n 145,9 MeV < B1/4 < 162,8 MeV [53] para el modelo ma´s simplificado de bolsa del
MIT. Cabe mencionar que esta hipo´tesis no entra en contradiccio´n con la existencia de
nu´cleos ordinarios, ya que para convertir un a´tomo de numero ma´sico A a materia extran˜a,
se necesita una transicio´n de A quarks u y d a quarks s, lo que implica tiempos de vida
medios del orden de 106 an˜os. Sin embargo, si existiera la materia extran˜a como el estado
ma´s estable de la materia ordinaria, deber´ıan existir estrellas de quarks, y podr´ıan tener
radios arbitrariamente chicos, como se mostro´ en la Figura 2.1.
Vale destacar algo nuevamente: para que esta hipo´tesis sea cierta, es necesario que
a densidades finitas (potenciales qu´ımicos no nulos), exista materia de quarks libres a
presio´n nula. Esto se cumple automa´ticamente en el modelo de bolsa del MIT, dado que
por construccio´n, cuando la presio´n de la parte libre del modelo iguala a la constante
de bag, se tiene presio´n nula. Sin embargo, como veremos ma´s adelante, en modelos ma´s
sofisticados como el de Nambu Jona-Lasinio, la interfase entre los condensados quirales
(el modelo NJL no confina automa´ticamente, pero forma condensados), y la materia de
quarks libres, se da a densidades finitas pero a presiones distintas de cero. Ma´s au´n, la
materia de quarks libres no llega nunca a presiones nulas, por lo cual la hipo´tesis de
materia extran˜a no se satisface en estos modelos. Sin embargo, lo que s´ı es posible, es
construir EdE h´ıbridas que mezclen materia hipero´nica con materia de quarks extran˜a, lo
cual como dijimos, es uno de los objetivos de este trabajo. En la seccio´n siguiente veremos
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co´mo construir este tipo de EdE.
2.4. Ecuacio´n de estado h´ıbrida: transicio´n de fase segu´n los
formalismos de Maxwell y de Gibbs
Hasta aqu´ı hemos definido los componentes que necesitamos para la construccio´n de
las EdE. Sin embargo, nada dijimos de co´mo es que se combinan las EdE hadro´nica y
de quarks para la construccio´n de estrellas h´ıbridas. Teniendo en cuenta la posibilidad de
desconfinamiento de quarks en el interior de las ENs, una transicio´n de fase de materia
hadro´nica a materia de quarks podr´ıa ocurrir cuando la presio´n de la fase de quarks
sea igual a la de la fase hadro´nica. Como adelantamos al comienzo de este cap´ıtulo, la
naturaleza de la transicio´n de fase depende de la tensio´n superficial en la interfase hadro´n-
quark, σHQ, la cual es au´n bastante incierta. Los trabajos recientes sugieren valores σHQ ∼
30MeV/fm2, aunque este valor tambie´n podr´ıa ser superior a 100 MeV/fm2 (ver [1] y sus
referencias). Para este tipo de construcciones podemos identificar dos tipos de transiciones
de fase: abruptas (o a lo Maxwell) o mixtas (o a lo Gibbs). Si σHQ ≳ 70MeV/fm2 la
transicio´n de fase hadro´n-quark sera´ abrupta y a presio´n constante, con una ecuacio´n de
estado discontinua en la densidad de energ´ıa. Si σHQ ≲ 70MeV/fm2, la transicio´n de fase
dara´ como resultado la formacio´n de una fase mixta en la cual hadrones y quarks coexisten,
convirtiendo gradualmente la materia hadro´nica en materia de quarks desconfinada a
medida que la presio´n del sistema aumenta.
La condicio´n para la transicio´n de una fase hadro´nica a una fase ma´s estable se cumple
si la energ´ıa libre de Gibbs de la fase de quarks es menor que la energ´ıa libre de Gibbs
de la fase de hadrones, para presiones superiores a la presio´n de transicio´n. En el caso
de transicio´n de fase a lo Maxwell, llamando a las fases hadro´nica (H) y de Quarks (Q),
las condiciones a cumplirse en la interfase para el caso de tres sabores de quarks son las
siguientes:
PH(µB) = PQ(µQ/3), (2.12)
TH(µB) = TQ(µQ/3), (2.13)
H(µB) < Q(µQ/3), (2.14)
EHG (µB) = EQG(µQ/3), (2.15)
µB = µQ/3 = (µu + µd + µs)/3, (2.16)
donde {P,T, ,EG} corresponden a la presio´n, temperatura, densidad de energ´ıa y energ´ıa
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de Gibbs por part´ıcula. Cabe destacar que este tipo de construcciones (Maxwell y Gibbs)
no son excluyentes de transiciones de fase de materia hadro´nica a materia de quarks, si
no que sirven para construcciones generales de diferentes tipos de transiciones de fase en
equilibrio termodina´mico. En la literatura usualmente se encuentra la serie de condiciones
mencionadas, sin mencionar la energ´ıa de Gibbs y se construye u´nicamente encontrando
los puntos de contacto entre las ecuaciones de estado en el plano (P,µ) para temperaturas
iguales. Esto es va´lido cuando la temperatura es cero, donde la energ´ıa de Gibbs es igual
al potencial qu´ımico, o cuando las part´ıculas son las mismas en las dos fases, ya que la
definicio´n de la energ´ıa de Gibbs esta´ dada por
EG = G
nB





donde G es la energ´ıa de Gibbs por unidad de volumen,  es la densidad de energ´ıa por
unidad de volumen, T es la temperatura, S es la entrop´ıa por unidad de volumen, nB es
la densidad bario´nica y ni es la densidad de part´ıculas de la especie i. Cuando el sistema
es homoge´neo y tenemos la misma clase de part´ıculas en las dos fases, pedir que la energ´ıa
de Gibbs por part´ıcula sea igual en ambas fases es equivalente a pedir que los potenciales
qu´ımicos sean iguales. En el caso de tener distintos tipos (y cantidades) de part´ıculas como
es el caso de pasar de una fase con hiperones a una fase de quarks, lo que debemos pedir
es que las energ´ıas de Gibbs por part´ıcula sean iguales. Esto nos lleva a situaciones como
se ilustran en la Figura 2.6. Una vez encontrado el punto donde las energ´ıas de Gibbs son
iguales, se construye la EdE desde P = 0 hasta la presio´n de transicio´n con la curva de
menor energ´ıa de Gibbs, y se continu´a desde la presio´n de transicio´n con la otra curva,
siempre y cuando cumpla la condicio´n de ser la fase favorecida. De esta forma, cuando se
grafica la EdE en el plano (, P ), queda un salto en la densidad de energ´ıa como se ve en
la Figura 2.6 (derecha).
En el caso de considerar temperatura finita, hay dos opciones: o bien se crean curvas
isotermas, o bien se crean curvas isoentro´picas, dependiendo del problema a abordar que se
requiera. Para las curvas isotermas la construccio´n es igual que lo explicado anteriormente,
asegura´ndose que la EdE de las dos fases a juntar este´n a la misma temperatura. Para
las curvas isoentro´picas, sin embargo, aparece un problema. Si uno por ejemplo calcula
las EdE de fases hadro´nicas y de quarks para entrop´ıa por bario´n (por ejemplo) s =
2, aunque las curvas se crucen, es altamente improbable que en el punto de cruce las
temperaturas sean iguales. Es entonces necesario hacer una modificacio´n a la construccio´n
isoentro´pica, de la siguiente manera: se empieza por buscar curvas isotermas de cualquier
temperatura deseada, y encontrar el punto de cruce. Una vez encontrado el punto de
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Figura 2.6: Izquierda: construccio´n de Maxwell para la transicio´n de fase entre quarks y hadrones. La
curva con menor energ´ıa de Gibbs resulta la fase favorecida, la l´ınea so´lida corresponde a una EdE de
materia hadro´nica y la punteada a una EdE de materia de quarks. Derecha: resultado de la construccio´n
de Maxwell para la presio´n en funcio´n de la densidad de energ´ıa para transicio´n de fase de hadrones a
quarks, la l´ınea so´lida corresponde al salto de energ´ıa entre las fases.
transicio´n (PT ,EG,T ), se calcula la entrop´ıa de cada fase. Teniendo la entrop´ıa de cada fase,
se calculan las ecuaciones de estado isoentro´picas y se vuelve a hacer el cruce, asegura´ndose
as´ı que la transicio´n ocurra a igual temperatura en las dos fases. Esto genera una ecuacio´n
de estado que no es estrictamente isoentro´pica, pero que mantiene entrop´ıa constante en
cada fase, y cumple todas las condiciones termodina´micas requeridas para la interfase. Para
la construccio´n a lo Gibbs, el procedimiento es distinto, y ma´s complejo. Lo que se supone
aqu´ı es que la materia sera´ puramente hadro´nica hasta cierta densidad, luego sera´ una
mezcla de quarks libres y hadrones, para finalmente tener u´nicamente quarks libres. Esta
construccio´n que naturalmente se conoce como fase mixta, se realiza de la siguiente manera.
Con las mismas definiciones de presio´n, temperatura, entrop´ıa y densidad bario´nica que
antes, ma´s un para´metro χ que toma valores entre 0 y 1, escribimos las condiciones al
igual que en el trabajo de la referencia [54]:
PH(µB) = PQ(µQ/3), (2.18)
χnHB (µB) + (1 − χ)nQB(µQ/3) = nB, (2.19)
χnHc (µB) + (1 − χ)nQc (µQ/3) = 0, (2.20)
χnHL (µB) + (1 − χ)nQL(µQ/3) = nBYL, (2.21)
χSH(µB) + (1 − χ)SQ(µQ/3) = nBS, (2.22)
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donde ahora las cantidades termodina´micas quedan definidas como un peso pesado por la
variable χ entre las dos fases, y la u´ltima ecuacio´n solo se utiliza en el caso de requerir
entrop´ıa fija en la fase mixta. Vale destacar en este caso la ecuacio´n (2.20), donde nc es la
densidad de carga de cada fase. En el caso de la construccio´n de Maxwell, la neutralidad
de carga era requerimiento local en cada fase, por lo cual esta ecuacio´n no aparec´ıa. En
la construccio´n de fase mixta, se pide que la neutralidad de carga, el nu´mero lepto´nico y
la entrop´ıa, se conserven globalmente entre las dos fases. Como veremos en los resultados
que mostraremos ma´s adelante, esto lleva a distribuciones de part´ıculas muy distintas que
en la construccio´n anterior. En cuanto a la ecuacio´n (2.22), en este caso la temperatura
pasa a ser una una variable a ajustar nume´ricamente dentro del sistema de ecuaciones.
A diferencia de la construccio´n de Maxwell, resolver la fase mixta requiere incluir tanto
los co´digos nume´ricos de quarks como de hadrones en un co´digo que los contenga, para
establecer el sistema de ecuaciones que resuelva las cantidades termodina´micas de manera
consistente, a diferencia de solo necesitar cruzar curvas para luego unirlas a partir de dicho
cruce. Una vez resuelta la fase mixta, se utiliza la curva hadro´nica hasta el punto χ = 1
donde comienza la fase mixta, y luego la curva de quarks desde el punto χ = 0 donde
termina, como se ilustra en la Figura 2.7.
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Figura 2.7: Izquierda: construccio´n de Gibbs para la fase mixta entre quarks y hadrones. Derecha:
resultado de la construccio´n de Gibbs para la presio´n en funcio´n de la densidad de energ´ıa para transicio´n
de fase de hadrones a quarks. En los dos casos la l´ınea so´lida corresponde a una EdE de materia hadro´nica,
la l´ınea de trazos a materia de quarks, y la l´ınea punteada en el medio a la fase mixta.
La otra diferencia con el caso anterior, es que como ahora para los l´ımites χ = 1 y χ = 0
la construccio´n de la fase mixta debe coincidir en todas sus variables con las construcciones
puras hadro´nicas y de quarks en cada caso, es posible realizar el ana´lisis en el plano (P,µ)
sin perder generalidad.
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Hasta aqu´ı hemos explicado todos los componentes que necesitamos a nivel termo-
dina´mico e hidrosta´tico para construir las EdE y estructura que nos permitan modelar
estrellas h´ıbridas. Sin embargo, nada dijimos de los modelos particulares a utilizar para
describir cada fase (hadrones o quarks). En este trabajo utilizaremos para los dos tipos
de construcciones, el modelo Walecka no lineal con constantes de acoplamiento depen-
dientes de la densidad para modelar la fase hadro´nica, y la extensio´n no local y con lazo
de Polyakov del modelo Nambu-Jona-Lasinio para modelar la fase de quarks, los cuales
desarrollaremos en los siguientes cap´ıtulos.

Cap´ıtulo 3
Modelo de quarks no local
En este cap´ıtulo describiremos en detalle la extensio´n no local del modelo de Nambu-
Jona-Lasinio [16]. Este modelo fue originalmente concebido para describir las interacciones
entre nucleones, por lo cual debe rehacerse una interpretacio´n del mismo si se quieren
utilizar grados de libertad de quarks en lugar de nucleo´nicos. Sin embargo, a diferencia del
modelo de bolsa del MIT, este modelo respeta varias de las simetr´ıas globales de QCD,
y pueden incorporarse interacciones que rompan expl´ıcitamente las simetr´ıas que tanto
evidencias experimentales como teo´ricas muestran que deber´ıan estar rotas en ciertos
reg´ımenes. En particular, una de sus ventajas radica en tener el mismo mecanismo de
ruptura esponta´nea de simetr´ıa quiral que QCD, por lo cual permite ajustar sus para´metros
a las masas de los mesones, lo cual lo hace especialmente ma´s robusto que otros modelos.
Asimismo, la extensio´n no local del modelo NJL implica reemplazar las interacciones en el
Lagrangiano por te´rminos de interaccio´n no local, modulando la interaccio´n de los campos
por un factor de forma adecuado. Entre otras ventajas (ver [55] y sus referencias), las
interacciones no locales generan masas dina´micas de los quarks que dependen del momento,
como sugieren los ca´lculos de Lattice QCD [56].
3.1. Generalidades de QCD
Para modelar la fase de quarks, necesitamos entender que la QCD es una teor´ıa que no
se puede resolver tanto en el re´gimen de las estrellas de neutrones [57] como en el re´gimen
de bajas temperaturas y densidades. Es necesario, por lo tanto, apelar a modelos efectivas
como las del modelo de la bolsa del MIT o el modelo NJL, as´ı como tambie´n entender
aspectos ba´sicos de esta teor´ıa, para fundamentar la eleccio´n de cada modelo efectivo
utilizado. Veamos entonces algunos aspectos generales, empecemos por el Lagrangiano de
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la QCD, que esta´ dado por





donde los campos ψ(x) = (ψuc(x), ψdc(x), ψcc(x), ψsc(x), ψtc(x), ψbc(x)) tienen 18 grados
de libertad, seis para cada sabor de quarks y tres para cada color c = {r, g, b}, la matriz de
masas desnudas de los quarks mˆ tiene u´nicamente componentes diagonales en sabor. La
derivada covariante Dµ se relaciona con los campos gluo´nicos de la manera
Dµ = ∂µ − igλaAaµ (3.2)
Gaµν = ∂µAaν − ∂νAaµ + gfabcAbµAcν , (3.3)
con λa las matrices de Gell-Man, que son los generadores del grupo de simetr´ıas de color
SU(3) que respeta la teor´ıa y fabc la constante de estructura antisime´trica del a´lgebra de
dicho grupo. La cantidad g es la constante de acoplamiento entre quarks y gluones.
Por la estructura no abeliana del grupo de simetr´ıas SU(3) que respeta la teor´ıa, vale
mencionar ciertas particularidades que no aparecen en las teor´ıas abelianas (como la QED
por ejemplo):
LQCD tiene auto-acoplamiento entre gluones (de tres y cuatro gluones por ve´rtice),
por lo tanto los gluones tienen carga de color.
La QCD es asinto´ticamente libre. El acoplamiento se vuelve de´bil a cortas distancias
(o altos momentos eucl´ıdeos Q transferidos). A orden de un lazo, para la constante
de acoplamiento fuerte, tenemos que
αs(Q2) ≡ g2(Q2)
4pi
= 4pi(11 − 23Nf)ln(Q2/Λ2QCD) , (3.4)
donde Nf es el nu´mero de sabores y ΛQCD es el para´metro de escala de la teor´ıa que
puede ser determinado ajustando a datos experimentales a grandes Q2 y depende
fuertemente de la cantidad de sabores y el esquema de renormalizacio´n utilizado. El
hecho de que la teor´ıa sea asinto´ticamente libre permite tratarla perturbativamente
a altas escalas de energ´ıa energ´ıa (αs → 0 cuando Q →∞).
La teor´ıa se vuelve no perturbativa a bajas escalas de energ´ıa. energ´ıa. La ecuacio´n
(3.4) muestra que el acoplamiento se intensifica para Q pequen˜os. Para momentos
transferidos menores a ΛQCD ∼ 200, αs > 1 lo que hace que no sea un para´metro
adecuado para la expansio´n de un desarrollo en serie en el tratamiento de la teor´ıa.
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Por este motivo, no puede utilizarse para describir hadrones de masas menores que
aproximadamente 1-2 GeV. Esto podr´ıa (o no) estar relacionado al confinamiento,
es decir, el hecho de que no se observen objetos no neutros de color como grados de
libertad en el vac´ıo, ya sean quarks o gluones.
Otra caracter´ıstica que sera´ de gran importancia en este trabajo, es que la QCD tiene
una simetr´ıa quiral aproximada. Esto quiere decir que es sime´trica bajo transformaciones
globales de SU(Nf)L ×SU(Nf)R con L y R correspondientes a izquierda y derecha. Esto
es lo mismo que decir que es invariante a las transformaciones vectoriales y axiales en el
espacio de isoesp´ın
SU(Nf)V ∶ ψ → e(iθVa τa)ψ, (3.5)
SU(Nf)A ∶ ψ → e(iθAa γ5τa)ψ, (3.6)
con γ5 la matriz de Dirac, τa los generadores del grupo SU(Nf), y θ los para´metros de las
transformaciones. Estas simetr´ıas no son estrictamente exactas, pero s´ı lo son en el caso de
Nf = 2 para quarks up y down si se toma la misma masa para los dos quarks, e inclusive
se puede utilizar para analizar el caso Nf = 3 cuando se incluye al quark strange, que es
el caso que trataremos en este trabajo.
El vac´ıo de la QCD tambie´n respeta aproximadamente la simetr´ıa SU(Nf)V , el espectro
de hadrones tiene casi un multiplete degenerado en SU(Nf). Si esto fuera exactamente
cierto para la simetr´ıa axial, cada hadro´n deber´ıa tener un compan˜ero quiral degenerado de
paridad opuesta. Como esto no sucede, resulta que la simetr´ıa quiral esta´ esponta´neamente
rota en el vac´ıo. Por otro lado, si la simetr´ıa quiral se rompe esponta´neamente esto da
lugar a (N2f − 1) bosones de Goldstone. Si interpretamos, por ejemplo, a los piones como
bosones de Goldstone, la mezcla de la ruptura esponta´nea de simetr´ıa ma´s la explicita
(correspondiente a las masas no nulas de los quarks u y d), pueden explicar perfectamente
la baja masa del pio´n. Este trabajo fue realizado originalmente por Nambu [58], el cual
llevo al modelo efectivo de QCD que utilizaremos en todo este trabajo, aunque en una
versio´n modificada incluyendo interacciones no locales.
Por otro lado, a nivel cla´sico y en el l´ımite de masa nula para los quarks, el Lagrangiano
es invariante bajo transformaciones globales
UA(1) ∶ ψ → e(iαγ5)ψ. (3.7)
Esta simetr´ıa no es una simetr´ıa real de la QCD, ya que se encuentra rota a nivel cua´nti-
co. [59], es decir, la corriente Jµ5(x) = ψ¯(x)γµψ(x) tiene divergencia no nula cuando se
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considera a ψ¯ y ψ como campos. Cuando se tiene esto en cuenta resulta
∂µJ
µ
5 (x) = g2Nf8pi2 EaBa, (3.8)
donde Ea y Ba son los campos ele´ctrico y magne´tico de color. Las ecuaciones de Yang-
Mills admiten soluciones cla´sicas del tipo instantones, para las cuales la integral eucl´ıdea∫ d4xE,B es finita. Mediante la ecuacio´n (3.8), estos instantones se acoplan a los quarks.
En el trabajo de ’t Hooft [60] se demuestra que esta interaccio´n efectiva inducida por los
instantones, tiene la forma
det[ψi(1 + γ5)ψi + det[ψj(1 − γ5)ψj , (3.9)
donde los ı´ndices i y j recorren los tres sabores de quarks, por lo cual termina siendo una
interaccio´n efectiva de seis fermiones.
Finalmente, entre las interacciones posibles entre gluones y quarks, existen canales en el
re´gimen de intercambio de un gluo´n, que resultan atractivos entre quarks. Como veremos
en el cap´ıtulo 5, esto necesariamente deber´ıa generar fases superconductoras de color, y
condensados de diquarks. Estos condensados dependen crucialmente de la cantidad de
sabores y colores que se consideren, y desarrollar la teor´ıa general de la cantidad existente
de estos objetos para la QCD esta´ fuera del alcance de este trabajo. Por el momento,
vale hacer notar u´nicamente que al existir canales atractivos, este feno´meno deber´ıa en
principio existir.
Hasta aqu´ı hicimos un resumen de las simetr´ıas y caracter´ısticas ma´s importantes de
la QCD. Como dijimos en la introduccio´n, nuestro propo´sito en este trabajo es estudiar la
presencia de materia de quarks en el interior de ENs, modela´ndolas con una EdE que de
cuenta de la parte hadro´nica y de la parte de quarks que la componen. Como el re´gimen en
el que trabajaremos la QCD resulta no perturbativa, no es resoluble. Necesitamos entonces
de un modelo efectivo que de cuenta de los aspectos mencionados, que resumiendo, son:
Ruptura esponta´nea de la simetr´ıa quiral SU(Nf)L × SU(Nf)R.
Ruptura de la simetr´ıa axial UA(1).
Confinamiento
Superconductividad de color.
A continuacio´n veremos co´mo introducir los dos primeros elementos en una de las
versiones ma´s simples del modelo no local de Nambu-Jona-Lasinio, y en los cap´ıtulos
siguientes nos encargaremos del confinamiento y la superconductividad de color.
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3.2. Formalismo teo´rico del modelo NJL no local
Desarrollaremos ahora una de las variantes ma´s sencillas del modelo NJL no local.
Luego de entender los aspectos ma´s fundamentales, sera´ bastante directo ir agregando
distintos tipos de interacciones. Partimos entonces de la accio´n eucl´ıdea 1:
SE = ∫ d4x{ψ (x) (i /∂ +m)ψ (x) − G
2
[jsa (x) jsa (x) + jpa (x) jpa (x)]
− H
4
Aabc [jsa (x) jsb (x) jsc (x) − 3jsa (x) jpb (x) jpc (x)] }, (3.10)
donde las matrices de Dirac corresponden a la representacio´n eucl´ıdea, y las corrientes
escalares y pseudoescalares esta´n definidas como
jsa (x) = ∫ d4zg(z)ψ (x + z2)λaψ (x − z2) (3.11)
jpa (x) = ∫ d4zg(z)ψ (x + z2) iγ5λaψ (x − z2) , (3.12)
siendo λa las ocho matrices de Gell Mann ma´s λ0 = √2/3 13×3. La funcio´n g(z) corresponde
a un regulador no local, para el cual elegimos uno del tipo Gaussiano, siendo
g(z) = ∫ d4p(2pi)4 e−izpg(p) (3.13)
g(p) = e− p2Λ2 . (3.14)
Como vemos, tenemos dos tipos de corrientes, escalares jsa (x) y pseudoescalares jpa (x).
El acoplamiento que mezcla los mismos tipos de corrientes (que llamaremos acoplamiento
escalar por simpleza) tiene constante de acoplamiento G y el que mezcla distintos tipos
corresponde al te´rmino de t’ Hooft [61], que es el responsable de la ruptura de simetr´ıa
axial que describimos en la seccio´n anterior. El regulador, adema´s de cumplir la funcio´n
de generar la no-localidad, tiene una ventaja importante respecto del modelo local: en
ese modelo, es necesario introducir un cutoff Λ en las integrales el cual se ajusta para
reproducir la masa del pio´n en los valores de expectacio´n de los condensados ⟨φφ⟩. El
problema con esto es que ese para´metro sirve en el re´gimen de bajas densidades, donde los
1Las integrales de este cap´ıtulo se realizan sobre todo el espacio eucl´ıdeo d-dimensional del diferencial
de cada integral, o el espacio completo funcional en el caso de las integrales funcionales.
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condensados existen, pero la utilizacio´n de un cutoff al trabajar en altas densidades es por
lo menos contradictorio, dado que al pasar a densidad finita (como veremos) el potencial
qu´ımico de cada quark se acopla a la componente cero del momento. En el caso no local,
el regulador previene que el corte a medida que el momento aumenta sea abrupto, por lo
cual resulta ma´s razonable trabajar con estos modelos a densidades grandes. El problema
con el modelo no local es que la explicacio´n de la ruptura esponta´nea de simetr´ıa quiral se
hace ma´s extensa y menos evidente a simple vista. Debido a esto, daremos una explicacio´n
simplificada en las secciones siguientes, invitando al lector a revisar la referencias [62] para
ma´s detalle.
3.3. Bosonizacio´n
De la relacio´n entre meca´nica estad´ıstica y teor´ıa de campos sabemos que la funcio´n de
particio´n se puede escribir como Z = ∫ DψDψe−SE . Nuestro objetivo ahora es bosonizar
la accio´n para que nos quede en te´rminos de campos boso´nicos que son ma´s sencillos de
tratar, para eso introducimos la identidad
f (jsa, jpa) = ∫ DSaDPaδ (Sa − jsa) δ (Pa − jpa) f (Sa, Pa) , (3.15)
donde Sa(x) y Pa(x) son los campos auxiliares y escribimos las deltas de la siguiente
manera:
δ (Sa − jsa) = ∫ Dσaexp{∫ d4xσa (x) [Sa (x) − jsa (x)]} (3.16)
δ (Pa − jpa) = ∫ Dpiaexp{∫ d4xpia (x) [Sa (x) − jpa (x)]}. (3.17)
siendo σa(x) y pia(x) los campos meso´nicos escalar y pseudoescalar, respectivamente.
Entonces la funcional de las corrientes es
f (jsa, jpa) = exp∫ d4x{G2 [jsa (x) jsa (x) + jpa (x) jpa (x)]− H
4
Aabc [jsa (x) jsb (x) jsc (x) − 3jsa (x) jpb (x) jpc (x)] }. (3.18)
Al usar las identidades de las deltas y de la funcio´n de las corrientes, la idea es escribir
la funcio´n de particio´n en te´rminos de los campos nuevos. Los te´rminos que queden de-
pendiendo expl´ıcitamente de los campos ψ y las corrientes (que dependen de ψ adentro de
las integrales), no podra´n sacarse fuera de la integral funcional. El resto puede ser sacado
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fuera de la integral de los campos fermio´nicos, obteniendo as´ı
Z = ∫ DσaDpiaDSaDPa exp{∫ d4x[G
2
(SaSa + PaPa) + H
4
(SaSbSc − 3SaPbPc) ]
+ σaSa + piaPa}∫ DψDψ exp{∫ d4x [ψ (i /∂ +m)ψ − σajsa − piajpa]} . (3.19)
Luego de realizar las integrales de los campos fermio´nicos (explicadas en el Ape´ndice
A), y escribiendo det(A) = exp{ln [det(A)]}, podemos escribir la funcio´n de particio´n
bosonizada como
ZBos = ∫ DσaDpiaDSaDPa exp⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ln [det(A)]
+ ∫ d4x⎡⎢⎢⎢⎢⎣σaSa + piaPa + G2 (SaSa + PaPa)
+ H
4
Aabc (SaSbSc − 3SaPbPc)⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭. (3.20)
Con lo cual, sabiendo que la funcio´n de particio´n es la integral funcional del negativo de
la exponencial de la accio´n, obtenemos que la accio´n bosonizada es
SBosE = −ln [det (A)] − ∫ d4x⎡⎢⎢⎢⎢⎣σaSa + piaPa + G2 (SaSa + PaPa)
+ H
4
Aabc (SaSbSc − 3SaPbPc)⎤⎥⎥⎥⎥⎦, (3.21)
donde por simplicidad de notacio´n hemos obviado las dependencias, pero vale recordar que
el operador A depende de los momentos y los campos auxiliares, y los campos boso´nicos
tanto como los auxiliares (σa, pia, Sa, Pa) dependen de las coordenadas x en el espacio
eucl´ıdeo.
3.4. Aproximacio´n de Campo Medio
Para seguir adelante con el objetivo de hallar el granpotencial termodina´mico y las
ecuaciones del gap, realizaremos la aproximacio´n de campo medio (ACM). Para esto,
primero vale notar que los campos σa(x) tienen valores medios no nulos para a = {0,3,8},
y los campos pia(x) tienen valores medios nulos, ya que el vac´ıo de la QCD tiene que
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ser invariante ante conjugacio´n de carga y paridad. Dicho esto, expandimos los campos
alrededor de sus valores medios:
σa(x) = σa + δσa(x) (3.22)
pia(x) = δpia(x). (3.23)
Hecho esto, se puede expandir la accio´n bosonizada de la ecuacio´n (3.21) en distintos
o´rdenes de las fluctuaciones de los campos. El orden cero en fluctuaciones corresponde
a la aproximacio´n de campo medio. Esta aproximacio´n asume que los campos boso´nicos
mantienen un valor igual a su valor medio en todo el espacio. El desarrollo a primer
orden en las fluctuaciones se anula, ya que los campos bosonizados minimizan la accio´n.
El siguiente orden correspondiente ser´ıa el cuadra´tico, de manera que
SBosE = SBos,ACME + SBos,CuadE + ... (3.24)
Cabe destacar que el orden cuadra´tico es el que se utiliza para ajustar las constantes
de acoplamiento del modelo a los observables f´ısicos como las masas de los mesones, las
constantes de decaimiento, etc. En este trabajo el desarrollo a ese orden resulta un exce-
so, ya que para obtener el potencial termodina´mico y las cantidades necesarias para los
ca´lculos astrof´ısicos es suficiente con la aproximacio´n de campo medio. Utilizando esta
aproximacio´n, tenemos que el operador A(p, p′) de la ecuacio´n (A.9) queda escrito como
A(p, p′) = [−/p +M(p)] (2pi)4δ4(p − p′) con (3.25)
M(p) = m + g(p)λaσa, (3.26)
donde reescribimos el argumento del regulador g(p) de manera que quede la delta de
cuadrimomentos como factor comu´n. Luego, podemos descomponer el determinante del
operador de manera que nos quede
det [A(p, p′)] = det [−/p +M(p)]det [(2pi)4δ4(p − p′)] . (3.27)
Es fa´cil ver (transformando Fourier por ejemplo), que el determinante de la delta en
espacio de momentos junto con el factor (2pi)4 es igual a la unidad. Luego, nos queda cal-
cular solo el primer determinante, que al estar dentro de un logaritmo podemos reemplazar
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todo por la traza del logaritmo, quedando as´ı
ln [det(A)] = Tr{ln[A(p, p′)]} = ∫ d4p(2pi)4 d4p′(2pi)4 Tr{ln [−/p +M(p)]} . (3.28)
En este caso la traza se realiza sobre todos los espacios considerados, es decir sabor, color,
Dirac y momentos. Cabe destacar que la traza se tiene que seguir realizando sobre la
cantidad original de grados de libertad del operador, para no contar de menos. En este
caso se tiene que seguir haciendo la integral sobre p′, la cual al no tener argumento nos
termina dando como resultado el volumen del espacio, por lo tanto
ln{det [A (p, p′)]} = V (4)∫ d4p(2pi)4 Tr{ln [−/p +M(p)]} . (3.29)
Podemos seguir trabajando el te´rmino de la traza, utilizando propiedades de las matri-
ces tenemos que
Tr [ln (−/p +M)]= 1
2
{Tr [ln (−/p +M)] +Tr [ln (−/p +M)] +Tr [ln (−/p +M)†] −Tr [ln (−/p +M)†]}
= 1
2
Tr [ln (−/p +M) (−/p +M)†] + 1
2
Tr [ln (−/p +M)† (−/p +M)−1] . (3.30)
El u´ltimo te´rmino de la ecuacio´n (3.30) se anula. Esto se puede ver intercambiando la
traza del logaritmo por el logaritmo del determinante y comprobando que da igual a la
unidad, por lo tanto el logaritmo se anula. El primer te´rmino, luego de realizar el producto
de matrices y la traza sobre componentes de Dirac, resulta
ln{det [A (p, p′)]} = 2 Tr{ln [p2 +M2(p)]} , (3.31)
donde la traza a realizar ahora es sobre sabor y color u´nicamente.
Para el resto de los te´rminos de la accio´n bosonizada, solamente es necesario realizar
el reemplazo σa(x) por σa y anular pia(x) ya que su valor medio es nulo. Realizando esto
y reemplazando en la ecuacio´n (3.21) tenemos que
SACME = −V (4)∫ d4p(2pi)4 2 Tr{ln [p2 +M2(p)]}− ∫ d4x [σaSa + G
2
(SaSa + PaPa) + H
4
Aabc (SaSbSc − 3SaPbPc)] , (3.32)
donde ya asumimos que es la accio´n bosonizada, y reemplazamos el nombre para que se
entienda que es en aproximacio´n de campo medio.
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3.5. Aproximacio´n de Fase Estacionaria
Hasta aqu´ı hemos hecho todo lo posible para obtener una funcio´n de particio´n resoluble
que nos permita calcular las cantidades termodina´micas que vamos a necesitar para el
desarrollo de nuestro estudio. Sin embargo, la ecuacio´n (3.32) lleva a una ecuacio´n para la
funcio´n de particio´n que no es cuadra´tica en los campos, y resulta complicada de resolver.
Es necesario sen˜alar que si el te´rmino de mezcla de ’t Hooft no estuviera (H = 0), la accio´n
ser´ıa cuadra´tica en los campos y perfectamente resoluble. Como dijimos, este te´rmino
nos interesa porque es el que rompe la anomal´ıa axial, y adema´s porque como veremos
ma´s adelante, influye en la desaparicio´n de los condensados del quark s y eso genera
cambios tanto en el diagrama de fases como en la ecuacio´n de estado. Por estas razones
es interesante mantener este te´rmino, y realizar lo que se conoce como aproximacio´n de
fase estacionaria (AFE). En esta aproximacio´n asumimos que la integral se realiza sobre
el camino que minimiza la accio´n. Podemos entonces definir los campos auxiliares S˜a y P˜a








Sa=S˜a;Pa=P˜a = 0, (3.34)
con lo cual se llega a dos ecuaciones de los campos auxiliares nuevos, dadas por
σa +GS˜a + 3
4
HAabc (S˜bS˜c − P˜bP˜c) = 0, (3.35)
GP˜a − 3
2
HAabc (S˜bP˜c) = 0. (3.36)
Ahora bien, reemplazando la ecuacio´n (3.36) en la (3.32), y utilizando las propiedades
del tensor Aabc = Acab, se puede, luego de acomodar adecuadamente las expresiones, llegar
a una accio´n que ya no dependa de los campos P˜a, obteniendo





Pero como dijimos que los campos auxiliares S˜a = S˜a(σa) y σa no dependen ma´s de la
coordenada espacial, podemos escribir la accio´n por unidad de volumen, de la siguiente
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manera
SACME





lo que nos lleva a una funcio´n de particio´n que integra sobre campos constantes, salvo la
integral en los momentos. Ahora, usando que los campos S˜a minimizan la accio´n, se obtie-
nen las denominadas ecuaciones del ”gap”, para la AFE del modelo NJL-nl. (dependiendo
que´ valores se le de a a)
σa +GS˜a + 3
4
HAabcS˜bS˜c = 0, (3.39)
donde los campos auxiliares quedan definidos minimizando la accio´n respecto de σa
− 2 δ
δσa
∫ d4p(2pi)4 Tr{ln [p2 +M2(p)]} = S˜a. (3.40)
3.6. Diagonalizacio´n, ecuaciones del gap y Granpotencial a
T=0
Como dijimos anteriormente, solo σ0, σ3 y σ8 son distintos de cero. Entonces definimos
una matriz diagonal
diag (σu, σd, σs) = σ0λ0 + σ3λ3 + σ8λ8. (3.41)
Notemos, por empezar, que las masas dina´micas definidas en la ecuacio´n (3.26), quedan
automa´ticamente diagonales en sabor por la suma en el ı´ndice a. Por eso mismo, de ahora
en adelante diremos que Mf(p) =mf+σfg(p) con f = {u, d, s}. Por otro lado, reescribiendo
las ecuaciones del gap (3.39) para los ı´ndices a = {0,3,8}, multiplicando y sumando cada
una por el factor correspondiente para escribir todo en te´rminos de σu, σd y σs, se puede
identificar los campos auxiliares nuevos, los cuales resultan
S˜u = √2
3
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Invirtiendo estas relaciones, escribiendo todas las componentes no nulas del te´rmino de
mezcla AabcS˜aS˜bS˜c y reacomodando las expresiones correspondientes, se llega a la accio´n
escrita en te´rminos de los nuevos campos
SACME
V (4) = −2∫ d4p(2pi)4 Tr{ln [p2 +M2(p)]} − 12 ∑i=u,d,s(σiSi + G2 SiSi) − H4 SuSdSs, (3.46)
donde eliminamos la notacio´n con sombrero y tilde debido a que ya no haremos ma´s
aproximaciones y estos sera´n los campos que utilizaremos de aqu´ı en adelante. Si ahora




Si − 2 δ
δσi
∫ d4p(2pi)4 Trc {ln [p2 +M2i (p)]} = 0 Ô⇒
Si = −8∫ d4p(2pi)4 Trc [Mi(p)g(p)p2 +M2i (p)] , (3.47)
donde ahora la traza se realiza sobre color u´nicamente. Finalmente, las ecuaciones del gap
para los tres sabores de quarks, se obtienen minimizando SACME respecto de cada campo
auxiliar Si y resultan
σu +GSu + H
2
SdSs = 0, (3.48)
σd +GSd + H
2
SuSs = 0, (3.49)
σs +GSs + H
2
SuSd = 0. (3.50)
Veamos aqu´ı de manera simplificada, co´mo estas ecuaciones, adema´s de resolver el
granpotencial, nos dan una ide´a de que´ es lo que pasa con las masas de los quarks. Si
recordamos que Mf(p) = mf + σfg(p), de las ecuaciones anteriores, por ejemplo para el
quark u, ecuacio´n (3.48), tenemos que
Mu(p) =mu − [GSu + H
2
SdSs] g(p). (3.51)
Supongamos por un momento el caso simple en que H = 0. Al ser el campo Su tambie´n
dependiente de la masa dina´mica Mu, lo que tendremos es una ecuacio´n autoconsistente
para esa masa, inclusive en el caso de que mu = 0. Es decir, dependiendo de los valores
que tome G, tendremos (o no) una generacio´n de masa dina´mica para el quark u, con
su correspondiente ruptura de simetr´ıa quiral asociada. Esto sucede del mismo modo si
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se agrega la interaccio´n con valores no nulos de H. El ana´lisis de los valores de G que
cumplen o no estas condiciones, as´ı como el ajuste de estas constantes para reproducir
masas y constantes de decaimiento meso´nicos, esta´n fuera del alcance de este trabajo.
Vale decir sin embargo que para cada sabor de i de quarks, su correspondiente campo
σi sirve como para´metro de orden de ruptura de la simetr´ıa quiral, ya que estos campos
son los que influyen en los valores de la masa vestida. Es decir, para valores nulos de
los campos σi los quarks solo tienen sus masas desnudas mi, y en el caso contrario, se
comportan como quarks con masas vestidas Mi.

Cap´ıtulo 4
Modelo PNJL no local
Hasta aqu´ı hemos explicado de co´mo incluir en nuestro modelo de quarks, las rupturas
de simetr´ıas quirales y axiales. Ahora bien, aunque este modelo produce una transicio´n
de una fase con la simetr´ıa quiral esponta´neamente rota a otra en la que dicha simetr´ıa
se restaura y viceversa, no da cuenta del mecanismo de confinamiento propiamente dicho.
Es decir, la densidad a la que se restaura la simetr´ıa quiral podr´ıa perfectamente no ser
la misma en la que se desconfinan los quarks. Para tener un mecanismo de confinamiento
en nuestro modelo, tenemos que incluir lo que se conoce como lazo de Polyakov. Existen
ca´lculos de Lattice QCD para el valor de la traza del lazo de Polyakov a temperatura
finita, de manera que es posible construir un potencial efectivo asociado a dicho lazo de
acuerdo a las estimaciones de Lattice QCD [63], por lo tanto veamos antes co´mo extender
el modelo desarrollado a potenciales qu´ımicos y temperatura finitos.
4.1. Extensio´n a temperatura y potencial qu´ımico finitos
Para este procedimiento, utilizaremos el formalismo de tiempo imaginario y las fre-
cuencias de Matsubara. El primero ya lo utilizamos cuando escribimos la accio´n en es-
pacio eucl´ıdeo en la ecuacio´n (3.10), veamos co´mo implementar el segundo. Empecemos
considerando el caso de fermiones libres, que es el de mayor intere´s para el procedimiento
dado que es donde se ve tanto expl´ıcita como fa´cilmente como incluir las frecuencias de
Matsubara, y luego veamos co´mo se modifica con las interacciones ya propuestas.
Para un ensamble macro cano´nico con Hamiltoniano H y carga conservada Q , la
funcio´n de particio´n se puede escribir como [64]
Z = Tr [e−β(H−µQ)] , (4.1)
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donde β = 1/T es la inversa de la temperatura en unidades de la constante de Boltzmann.
En el caso de nuestro modelo, la carga conservada corresponde a
Q = ∫ d3xψ†(x)ψ(x). (4.2)
Al estar el Hamiltoniano multiplicado por β, eso nos da el l´ımite de integracio´n para
la variable temporal τ del formalismo de tiempo eucl´ıdeo, entonces, pasando al lenguaje
de integrales de camino tenemos que la funcio´n de particio´n se escribe como
Z = ∫ iDψ†Dψ exp{∫ β
o
dτ ∫ d3xψ(τ,x) [−γ0 ∂
∂τ
+ iγ.∇ −m + µγ0]ψ(τ,x)} , (4.3)
donde la condicio´n ahora es que los campos sean antiperio´dicos en intervalos de β , es
decir que ψ(0,x) = −ψ(β,x). Ahora conviene desarrollar este formalismo en el espacio de








n=−∞∫ d3p(2pi)3 e−i(p.x+ωnτ)ψ†n(p), (4.5)
(4.6)
con wn = (2n + 1)piT . Reescribiendo el argumento de la exponencial de la ecuacio´n (4.3)
en te´rminos de ψ y ψ†, y utilizando que
∫ d3xeix(p−p′) = (2pi)3δ3(p − p′), (4.7)
∫ β
0
dτ eiτ(wn−wn′) = βδwn,wn′ , (4.8)
podemos reescribir la funcio´n de particio´n como
Z = ∏
n,n′,α∫ iDψ†n,αDψn,α exp{ 1β2 ∫ d
3pd3p′(2pi6) iψ†α,n(p)Dαρψρ,n′(p′)} , (4.9)
con el operador D definido como
D = −iβ (−iωn + µ − γ0γ.p −mγ0) δ3(p − p′)δwn,wn′ . (4.10)
En la u´ltima ecuacio´n, las deltas de Dirac y de Kronecker se dejaron expl´ıcitamente para
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recordar los espacios donde opera D. Nuevamente, como vimos en las secciones anteriores,
la funcio´n de particio´n resulta ser el determinante del operador D. Sin embargo, cabe
destacar una diferencia: el factor (1/β2) que aparece adelante de la integral en la ecuacio´n
(4.9) no es casual. Si bien viene de la renormalizacio´n utilizada para los desarrollos en
Fourier de los campos, ese factor no es posible de absorber en el operador D manteniendo
su adimensionalidad. Como luego tendremos que calcular el determinante y eso nos llevara´
a utilizar el logaritmo, es preciso dejar el factor mencionado fuera del operador. Luego,
utilizando las propiedades que vimos de determinantes, logaritmos, trazas, y matrices de
Dirac, es fa´cil obtener el resultado deseado. Cabe destacar que al calcular las trazas, en
lugar de obtener el cuadrivolumen como obtuvimos anteriormente, lo que se obtiene es
el factor V /T , donde ahora V es el volumen tridimensional de nuestro sistema. Teniendo
esto en cuenta, el resultado de estos ca´lculos es





n=−∞∫ d3p(2pi)3 ln [(wn − iµ)
2 + p2 +m2
T 2
] , (4.11)
donde la razo´n de multiplicar la accio´n por la temperatura y dividirla por el volumen, es
que esto nos llevara´ luego al granpotencial termodina´mico que necesitaremos para calcular
la ecuacio´n de estado, como veremos en la siguiente seccio´n. Antes de eso, tengamos en
cuenta que hasta ahora hemos extendido a temperatura finita el caso de fermiones libres.
Para pasar al caso interactuante de la teor´ıa que describimos anteriormente conviene notar
dos cosas sobre la ecuacio´n (3.46). Primero, que la dependencia expl´ıcita de la accio´n con
la temperatura luego de hacer las aproximaciones de campo medio y fase estacionaria,
vendra´ solamente del te´rmino dentro de la integral. Esto es porque los campos quedan
definidos en funcio´n del argumento, y lo que habr´ıa que discretizar para las frecuencias de
Matsubara es lo que esta´ dentro del logaritmo. Segundo, el argumento del logaritmo de
la ecuacio´n (4.11) es exactamente igual al del caso libre, si reemplazamos m por M(p).
Como en la definicio´n de esa masa aparece el regulador que depende del momento, lo que
hay que hacer es incluir la dependencia con las nuevas frecuencias discretizadas. El resto




n=−∞∫ d3p(2pi)3 Tr{ln [(ωn − iµ)






i=u,d,s(σiSi + G2 SiSi) − H4 SuSdSs. (4.12)
A partir de aqu´ı, solo haremos un cambio de notacio´n para facilitar la escritura de
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las ecuaciones. Definimos el vector eucl´ıdeo ωˆn = (ωn − iµ,p), y escribimos la accio´n en




n=−∞∫ d3p(2pi)3 Tr{ln [ ωˆ2n +M2(ωˆ2n)T 2 ]}− 1
2
∑
i=u,d,s(σiSi + G2 SiSi) − H4 SuSdSs. (4.13)
4.2. Regularizacio´n
Hasta aqu´ı regularizamos el modelo de NJL-nl con las interacciones ma´s simples, a
temperatura y potencial qu´ımico finitos. Como dijimos en la seccio´n anterior, la cantidad
de intere´s para nosotros es el granpotencial termodina´mico. Esta cantidad es de la cual no
solo derivaremos las cantidades relevantes como susceptibilidades, condensados, entrop´ıa,
si no que el comportamiento mismo del granpotencial es el que nos dara´ los puntos de
las transiciones de fase que estudiemos. Ocurre que en ciertos puntos del plano (T,µ)
el granpotencial tiene ma´s de una solucio´n que lo minimice, y resulta luego la solucio´n
de menor energ´ıa de Gibbs la ma´s favorecida. Por lo tanto, como ya venimos haciendo





SACME (T,µ) = −p(T,µ), (4.14)
donde p(T,µ) es la presio´n. Por completitud lo reescribimos con su nombre, de manera
que
ΩACM(T,µ) = −2T ∞∑
n=−∞∫ d3p(2pi)3 Tr{ln [ ωˆ2n +M2(ωˆ2n)T 2 ]}− 1
2
∑
i=u,d,s(σiSi + G2 SiSi) − H4 SuSdSs. (4.15)
El granpotencial escrito as´ı tiene un problema, la integral es claramente divergente.
Para solucionar este problema es conveniente identificar de do´nde vienen las divergencias,
como es usual en procesos de regularizacio´n en teor´ıas cua´nticas de campos. Notemos que
la integral de la extensio´n a temperatura finita de la ecuacio´n (4.11) correspondiente a la
parte libre tambie´n es divergente. Entonces, para solucionar este problema proponemos
que las divergencias de la ecuacio´n (4.15) vienen u´nicamente de la parte libre y decimos
que el granpotencial regularizado sera´
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ΩACMReg (T,µ) = ΩACM(T,µ) −ΩLibre(T,µ) +ΩLibre,Reg(T,µ) −Ω0, (4.16)
donde ΩLibre(T,µ) es el granpotencial de la teor´ıa sin interacciones, que como dijimos,
es divergente. La cantidad ΩLibre,Reg(T,µ) es la parte no divergente del anterior, y Ω0
es una constante que se fija para que a temperatura y potencial qu´ımico nulos resulte
ΩACMReg (T = 0, µ = 0) = 0. Partamos entonces de ΩLibre(T,µ) para regularizarlo, el cual se
escrib´ıa como



















n + (Ep + µ)2
T 2
] + ln [ω2n + (Ep − µ)2
T 2
]} , (4.18)
y escribimos cada te´rmino de la manera
w2n + (Eq ± µ)2
T 2
= (2n + 1)2 pi2 + (Eq ± µ
T
)2 . (4.19)
Luego, teniendo en cuenta que la expresio´n (4.19) esta´ como argumento de un logaritmo
en (4.18), podemos escribirla como una integral de la forma
ln [(2n + 1)2 pi2 + (Eq ± µ
T
)2]
= ∫ (Eq±µT )2
1
d (θ)2
θ2 + (2n + 1)2 pi2 + ln [1 + (2n + 1)2 pi2] , (4.20)




θ2 + (2n + 1)2 pi2 = 1θ (12 − 11 + eθ ) , (4.21)
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(ωn − iµ)2 +E2p
T 2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = EqT + ln [1 + e−
Eq+µ
T ] + ln [1 + e−Eq−µT ] + ctes, (4.22)
donde “ctes” se refiere a te´rminos que no dependen de T ni de µ. Es claro que el primer
te´rmino de (4.22) es divergente, dado que Eq es lineal en los momentos para momentos
grandes, y ese te´rmino va dentro de una integral en cuadrimomentos. Como dijimos que
queremos quedarnos u´nicamente con la parte no divergente, podemos eliminar este te´rmino
junto con los constantes, que no aportan a la sustraccio´n. Desechando estos te´rminos y
metiendo todo en la ecuacio´n (4.17), podemos definir el granpotencial libre regularizado:
ΩLibre,Reg(T,µ) = −2T ∫ d3p(2pi)3 Tr{ln [1 + e−Eq+µT ] + ln [1 + e−Eq−µT ]} , (4.23)
y con eso, ma´s la definicio´n (4.16), tenemos finalmente el granpotencial regularizado a
campo medio
ΩACMReg (T,µ) = −2T ∫ d3p(2pi)3 Tr⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∑
n=−∞ ln [ ωˆ2n +M2(ωˆ2n)ωˆ2n +m2 ]
+ ln [1 + e−Eq+µT ] + ln [1 + e−Eq−µT ]⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭− 1
2
∑
i=u,d,s(σiSi + G2 SiSi) − H4 SuSdSs. (4.24)
Ahora bien, con esto tenemos el granpotencial a campo medio regularizado, lo que queda
ver es co´mo se extienden a temperatura y potencial qu´ımico finitos los campos auxiliares.
Para estos campos, que se obtienen minimizando el granpotencial respecto de σi, es va´lido
utilizar la siguiente sustitucio´n, para un integrando que sea una funcio´n f(p0,p) gene´rica,
vale que:
∫ dp0(2pi) ∫ d3p(2pi)3 f(p0,p)→ T ∞∑n=−∞∫ d3p(2pi)3 f(wn − iµ,p). (4.25)
Notar que ya sea usando (4.25) o calculando los Si como hicimos anteriormente, mini-




Si − 2T δ
δσi
∞∑
n=−∞∫ d3p(2pi)3 Trc {ln [ ωˆ2n +M2(ωˆ2n)ωˆ2n +m2 ]} = 0 Ô⇒
Si = −8T ∞∑
n=−∞∫ d3p(2pi)3 Trc [Mi(ωˆ2n)g(ωˆ2n)ωˆ2n +M2i (ωˆ2n) ] . (4.26)
Vale aclarar que la receta (4.25) sirve solo para cantidades y campos auxiliares des-
pue´s de que se regularizo´ el granpotencial. Si hubie´ramos usado ese me´todo para pasar a
temperatura y potencial qu´ımico finitos en la accio´n sin interacciones (por ejemplo), nos
hubiera faltado el te´rmino T 2 dividiendo en el logaritmo de (4.11), y el procedimiento de
regularizacio´n hubiera sido erro´neo. Es decir, no se puede evitar desarrollar el me´todo de
Matsubara en detalle para la regularizacio´n de la integral, pero luego los campos auxiliares
se pueden extender a T y µ finitos fa´cilmente con la receta mencionada. Esta forma de
extensio´n la volveremos a utilizar en siguientes secciones, cuando agreguemos interacciones
(y campos auxiliares) al modelo que venimos estudiando.
Por u´ltimo, es u´til tener la expresio´n del granpotencial a temperatura cero y µ finito, ya
que nos va a permitir determinar las propiedades termodina´micas en dicho re´gimen. En el
primer te´rmino logar´ıtmico de la integral de la ecuacio´n (4.23), al seguir con la sumatoria
sobre n expl´ıcitamente, se puede volver a cambiar wˆ2n por p
2 (el cuadrimomento), y pasar
la integral a una en d4p. El segundo te´rmino de las exponenciales se calcula tomando el
l´ımite a T → 0 dentro del integrando, y luego realizando la integral en d3p, obteniendo
ΩACMReg (0, µ) = −2∫ d4p(2pi)4 Tr{ln [p2 +M2(p2)p2 +m2 ]}
− Tr{Θ (µ −m)
24pi2






i=u,d,s(σiSi + G2 SiSi) − H4 SuSdSs. (4.27)
Hasta aqu´ı, hemos desarrollado una de las variantes con interacciones ma´s simples del
modelo NJL-nl a temperatura y potencial qu´ımico finitos. Veamos como, ahora que hemos
incorporado el ingrediente de la temperatura, podemos extender el modelo a casos ma´s
realistas.
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4.3. Extensio´n al modelo PNJL-nl
Hasta aqu´ı hemos desarrollado el modelo NJL no local a temperaturas y potenciales
qu´ımicos finitos. Como dijimos anteriormente, uno de nuestros objetivos es incluir en
el modelo un mecanismo de confinamiento, conocido como el lazo de Polyakov. Veamos
entonces una breve introduccio´n a su formalismo, para luego incluirlo en el modelo.
4.3.1. El lazo de Polyakov
El lazo de Polyakov fue propuesto por A.M. Polyakov[65] como una aplicacio´n del lazo
de Wilson[66] al problema de propiedades te´rmicas de campos de calibre, en particular
como un mecanismo que explicara el desconfinamiento de quarks a una cierta temperatura,
conocida como temperatura de desconfinamiento. Para explicarlo mejor primero deberemos
comentar brevemente las simetr´ıas que son tenidas en cuenta.
Siguiendo el trabajo de ’t Hooft [61], en una teor´ıa de calibre local en SU(N) aparece
una simetr´ıa global Z(N). Para ver esto, partimos de una densidad lagrangiana, que
incluya la interaccio´n de los quarks con los campos gluo´nicos
L = 1
2
TrG2µν + ψ¯iγµDµψ, (4.28)
donde
Dµ = ∂µ − igAµ , Gµν = 1−ig [Dµ,Dν]; (4.29)
Aµ = Aaµta, con los generadores de SU(N) normalizados como Tr(ta, tb) = δab/2. Este
Lagrangiano es invariante ante transformaciones de calibre SU(N), Ω, dadas por
Dµ → Ω†DµΩ , ψ → Ω†ψ. (4.30)
Al ser un elemento de SU(N), Ω satisface que
Ω†Ω = 1 , detΩ = 1. (4.31)
Dado que Ω es una transformacio´n de calibre local, es en general una funcio´n del espacio-
tiempo. Consideremos una transformacio´n de calibre dada por una fase constante por la
matriz unidad:
Ωc = e−iϕ1 . (4.32)
Para que esta transformacio´n sea un elemento de SU(N), el determinante debe ser igual
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a uno, lo cual requiere que
ϕ = 2pij
N
, j = 0,1, ...(N − 1). (4.33)
dado que un nu´mero entero no puede cambiar en forma continua de un punto a otro, esto
define una simetr´ıa global Z(N).
Al ser un subgrupo de las transformaciones de calibre, las rotaciones del grupo Z(N)
son siempre una simetr´ıa del Lagrangiano. Sin embargo, veremos luego que en presencia
de quarks dina´micos, las rotaciones de Z(N) no son una simetr´ıa de la teor´ıa ya que estas
violan las condiciones de borde requeridas.
Trabajando en espacio-tiempo eucl´ıdeo a una temperatura T , la coordenada de tiempo
imaginario τ es de extensio´n finita, τ : 0 → β = 1/T . Las condiciones de borde que deben
satisfacer los campos esta´n dadas por la estad´ıstica propia de cada uno de ellos. Esto es,
los gluones (bosones) deben ser perio´dicos en τ , mientras que los quarks (fermiones) deben
ser anti-perio´dicos:
Aµ(x⃗, β) = +Aµ(x⃗,0) , ψ(x⃗, β) = −ψ(x⃗,0). (4.34)
Obviamente, cualquier transformacio´n de calibre que sea perio´dica en τ respeta estas con-
diciones de borde. Sin embargo, ’t Hooft encontro´ que se puede considerar trasformaciones
de calibre ma´s generales, las cuales son perio´dicas a menos de Ωc:
Ω(x⃗, β) = Ωc , Ω(x⃗,0) = 1. (4.35)
Los campos de color adjuntos son invariantes ante esta transformacio´n, mientras que los
que esta´n en la representacio´n fundamental no lo son, en consecuencia, las teor´ıas de
calibre SU(N) puras tiene una simetr´ıa global Z(N), la cual es destruida al incluir quarks
dina´micos.
En la teor´ıa de gluones pura, un para´metro de orden para la simetr´ıa Z(N) se construye
utilizando la l´ınea de Wilson te´rmica:
L(x⃗) = P exp(ig∫ β
0
A0(x⃗, τ)dτ) , (4.36)
donde g es la constante de acoplamiento de calibre, y A0 es el vector potencial en la
direccio´n temporal. El s´ımbolo P denota ordenamiento de camino, de manera que la l´ınea
de Wilson te´rmica transforma como un campo adjunto ante transformaciones de calibre
SU(N) locales:
L(x⃗)→ Ω†(x⃗, β)L(x⃗)Ω(x⃗,0). (4.37)
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El lazo de Polyakov [65] se define como la traza de la l´ınea de Wilson te´rmica, y es por lo
tanto, invariante de calibre:
Φ(x⃗) = 1
N
TrL = N−1TrP exp(ig∫ β
0
A0(x⃗, τ)dτ) (4.38)
Ante transformaciones globales Z(N), el lazo de Polyakov Φ trasforma como un campo
con carga uno:
Φ→ eiϕΦ. (4.39)
A muy alta temperatura, la teor´ıa es casi ideal (g ≈ 0), por lo que se esperar´ıa que⟨Φ⟩ ∼ 1. Sin embargo, el vac´ıo permitido exhibe una degeneracio´n de N hojas. Esto es,
⟨Φ⟩ = exp( i2pij
N
)Φ0 , j = 0,1, ..., (N − 1), (4.40)
donde Φ0 es una funcio´n real, que adema´s cumple que Φ0 → 1 cuando T →∞. Cualquier
valor de j es equivalente, por lo que la eleccio´n usual resulta en la ruptura esponta´nea de
la simetr´ıa global Z(N).
A temperatura cero, el confinamiento implica que Φ0 se cancela [61]. Por lo tanto, debe
existir cierto valor de temperatura Tc, a partir del cual Φ0 deja de ser nulo y se produce
el desconfinamiento. Esto es ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Φ0 = 0 si T < Tc,
Φ0 > 0 si T > Tc. (4.41)
Como es habitual, si Φ0 se vuelve distinto de cero en forma continua alrededor de
Tc, la transicio´n es de segundo orden; mientras que si salta de golpe en Tc, es de primer
orden. Lo que resulta at´ıpico es que la simetr´ıa Z(N) este´ esponta´neamente rota a altas
temperaturas en lugar de estarlo a bajos valores de T . No entraremos en la discusio´n de
este asunto aqu´ı, pero si se desea ver una explicacio´n heur´ıstica, se puede consultar la
referencia [67].
Por otro lado, en presencia de quarks dina´micos la simetr´ıa Z(N) esta´ expl´ıcitamente
rota. En este caso entonces, el lazo de Polyakov deja de ser un para´metro de orden riguroso,
pero sirve au´n como indicador de un crossover ra´pido hacia el desconfinamiento. En la
seccio´n siguiente veremos co´mo agregar el campo Φ al modelo de quarks efectivo con el
que trabajaremos.
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4.3.2. Inclusio´n del campo Φ en el modelo NJL-nl
Para incluir el campo Φ en nuestro modelo, empezamos reemplazando la derivada
normal por la derivada covariante en la ecuacio´n (3.10), de manera que
ψ (x) (i /∂ +m)ψ → ψ (x) (iγµDµ +m)ψ, (4.42)
y agregando al Lagrangiano el potencial de Polyakov U(Φ), con Dµ = ∂µ − iAµ, y Aµ los
campos de calibre de color.
Respecto a los campos gluo´nicos, asumimos que los mismos proveen un campo de color
constante A4 = iA0 = ig δµ0Gµaλa/2, donde Gµa es el tensor de los campos de calibre de
color. Entonces, la traza del lazo de Polyakov esta´ dada por Φ = 13Tr exp(iφ/T ), donde
φ = iA0 y A0 es el mismo campo de gluones desarrollado en la seccio´n 4.3.1. Trabajaremos
en el calibre de Polyakov, en el cual la matriz φ esta´ dada por una representacio´n diagonal
φ = φ3λ3 + φ8λ8. Esto deja solamente dos variables independientes, φ3 y φ8. A potencial
qu´ımico nulo, debido a las propiedades de conjugacio´n de carga del Lagrangiano de la QCD,
se espera que el campo medio de la traza del lazo de Polyakov sea una cantidad real. Dado
que φ3 y φ8 tienen que ser reales[68], esto implica que φ8 = 0. En general, esto no necesita
ser cierto a µ finito [69, 70, 71]. Al igual que en las referencias [72, 68, 70, 71, 73, 74],
asumiremos que el potencial U es tal que la condicio´n φ8 = 0 sea satisfecha, al menos para
el rango de valores de µ y T de intere´s. El campo medio del lazo de Polyakov trazado
esta´, por lo tanto, dado por Φ = Φ¯ = [1+2 cos(φ3/T )]/3. La forma de acoplamiento con los
quarks es evidente dado que A4 = iA0 = φ se acopla a la componente cero de la derivada,
generando un corrimiento del potencial qu´ımico de manera que si antes ten´ıamos que
ωˆn = (ωn − iµ,p), ahora tenemos que realizar el reemplazo
ωˆn = (ωn − iµ,p)→ ωnc = (ωn − iµ + φc,p), (4.43)
con φc = cφ3, y c = 1,−1,0. para r, g, b respectivamente. El potencial de Polyakov que
utilizaremos esta´ dado por[72]
U(Φ, T ) = {−1
2
a(T )Φ2 + b(T )ln [1 − 6 (Φ2 + 8Φ3 − 3 Φ4]}T 4 , (4.44)
con los coeficientes
a(T ) = a0 + a1 (T0
T
) + a2 (T0
T
)2 ; b(T ) = b3 (T0
T
)3 . (4.45)
Los valores de T0, ai y b3 se fijan a resultados de la QCD en la red, siendo entonces
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a0 = 3,51, a1 = −2,47, a2 = 15,2, , b3 = −1,75 y T0 = 195 MeV, del mismo modo que en la
referencia [75]. Con estos ingredientes, podemos escribir el granpotencial con el lazo de
Polyakov incluido, siendo este








+ ln [1 + e−Eq+µf+iφcT ] + ln [1 + e−Eq−µf−iφcT ]⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭− 1
2
∑
i=u,d,s(σiSi + G2 SiSi) − H4 SuSdSs + U(Φ). (4.46)
En la u´ltima ecuacio´n, la suma sobre color se hace sobre c = 1,−1,0 y el sub´ındice f
agregado tanto a las frecuencias como a los potenciales qu´ımicos esta´ puesto con motivo de
escribir el caso ma´s gene´rico donde los potenciales qu´ımicos de cada sabor sean distintos,
de manera que ωnfc = (ωn−iµf+φc,p). Vale la pena remarcar que el campo φc esta´ incluido
tambie´n en las exponenciales del segundo te´rmino de la integral. Si bien ese te´rmino ven´ıa
de regularizar el granpotencial sin interacciones, asumimos que los campos de color siguen
presentes a nivel fundamental en la teor´ıa. Es decir, la derivada Dµ sigue presente en la
teor´ıa “libre” , por lo cual el campo de color debe incluirse en el te´rmino de regularizacio´n.
Finalmente, para que el sistema sea resoluble, hay que pedir que Φ minimice el gran-
potencial, llevando a un sistema de ecuaciones un grado ma´s alto que el que ten´ıamos
anteriormente, siendo este
σu +GSu + H
2
SdSs = 0, (4.47)
σd +GSd + H
2
SsSu = 0, (4.48)
σs +GSs + H
2




donde las nuevas contribuciones del lazo de Polyakov esta´n dadas por












1 + eE−µf−icφ3T − ic1 + eE+µf+icφ3T
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
¿ÁÁÀ 3T 2
1 + (2 − 3Φ)Φ + ∂U(Φ, T )∂Φ , (4.51)




= T 4Φ [−a − 12b
1 + 2Φ − 3Φ2 ] , con (4.52)
φ3 = T arccos(3Φ − 1
2
) . (4.53)
4.4. Inclusio´n de interacciones vectoriales
Hasta aqu´ı hemos desarrollado el modelo NJL no local teniendo en cuenta solo interac-
ciones escalares y pseudoescalares entre quarks. Es necesario, sin embargo, notar que faltan
dos ingredientes: superconductividad de color, e interacciones vectoriales. Como veremos
ma´s adelante, las interacciones vectoriales tienen un rol importante en la competencia
entre la aparicio´n de condensados de diquarks y la restauracio´n de la simetr´ıa quiral. Si
bien al aumentar esta interaccio´n, tanto la aparicio´n de diquarks como la restauracio´n
de la simetr´ıa quiral aparecen a densidades mayores, no lo hacen de la misma manera.
Es entonces posible encontrar valores de acoplamientos vectoriales que lleven a que estos
dos feno´menos sucedan a la misma densidad, lo cual podr´ıa llevar a diagramas de fase
inesperados, como una estructura de dos puntos cr´ıticos en el plano (T,µ) [76, 77, 78].
Por otro lado, vale notar que desde un punto de vista de ana´lisis del grupo de renorma-
lizacio´n [79, 80], el modelo quiral instanto´n anti-instanto´n [81], y el modelo truncado de
Dyson-Schwinger de la QCD [82], todos apoyan la idea de la existencia de interacciones
vectoriales de quarks de cuatro puntos. Estas interacciones tambie´n podr´ıan ser respon-
sables de las propiedades de vac´ıo de mesones vectoriales en las teor´ıas efectivas de baja
energ´ıa de la QCD [83, 84]. Veamos entonces co´mo incluirlas a nuestro modelo. La idea es
agregar al Lagrangiano original, una interaccio´n del tipo
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LV = GV
2
jµa (x)jµa (x); con (4.54)
jµa (x) = ∫ d4zg(z)ψ (x + z2)λaγµψ (x − z2) , (4.55)
donde nuevamente las λa son las matrices de Gell-Man (expandidas con la proporcional
a la identidad para a = 0) que pueden adoptar los valores a = {0,3,8} al igual que para
las interacciones escalares. En la aproximacio´n de campo medio, la u´nica corriente que da
lugar a un valor de expectacio´n no nulo es la j0a(x), por lo cual tendremos que introducir
tres nuevos campos que llamaremos θa y sus respectivos campos auxiliares Va, al igual
que en la seccio´n 3.3. Es fa´cil ver, que al tener esta componente la matriz γ0 en el medio,
lo que sucedera´ es que generara´ un corrimiento en la componente cero del momento, que
resulta en p0 → p0 + iθaλag(p). De forma ana´loga que en el cap´ıtulo 3, recordemos que las
corrientes escalares que no estaban multiplicadas por matrices, generaban el corrimiento
en la masa de manera que m → m + σaλag(p) en la ecuacio´n (3.26). Del mismo modo
que hicimos antes, la aproximacio´n de campo medio junto con la de fase estacionaria, y la
diagonalizacio´n, son directas y resultan inclusive ma´s simples que el desarrollo realizado en
la seccio´n 3.3. Debido a esto, podemos escribir directamente el granpotencial incluyendo
la interaccio´n vectorial, que resulta:








+ ln [1 + e−Eq+µf+iφcT ] + ln [1 + e−Eq−µf−iφcT ]⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭− 1
2
∑
i=u,d,s(σiSi + GS2 SiSi + θfVf − GV2 V 2f )− H
4
SuSdSs + U(Φ), (4.56)
donde qnfc = (ωnfc + iθf g(ωnfc),p), y hemos hecho el cambio G → GS , para que la
interaccio´n escalar quede expl´ıcitamente diferenciada de la interaccio´n vectorial. Cabe
destacar que las nuevas frecuencias qnfc no aparecen como argumento de los reguladores
g(ωnfc), ya que los reguladores son introducidos a nivel Lagrangiano antes de realizar
las aproximaciones de campo medio, as´ı que conservan sus argumentos originales. Del
mismo modo, el potencial qu´ımico de las exponenciales del segundo te´rmino de la integral,
tampoco se corrige, debido a que vienen de la regularizacio´n de la parte libre, en la cual la
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interaccio´n vectorial no tiene ningu´n rol. Los campos auxiliares Vf se obtienen minimizando
el granpotencial respecto de θf , de modo que
−1
2









⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ = 0 Ô⇒






donde q0nfc = ωnfc+iθf g(ωnfc) es la componente cero de qnfc. Finalmente, a las ecuaciones
del gap se agregan nuevas ecuaciones, que surgen de minimizar el granpotencial respecto
de los campos Vf , teniendo entonces el sistema:
σu +GSSu + H
2
SdSs = 0, (4.58)
σd +GSSd + H
2
SsSu = 0, (4.59)
σs +GSSs + H
2




θu −GV Vu = 0, (4.62)
θd −GV Vd = 0, (4.63)
θs −GV Vs = 0, (4.64)
donde hemos hecho el remplazo G → GS para explicitar que se trata de la constante de










q2nfc +M2nfc − ω0nfcω2nfc +m2f − 2ω0nfc g(ω
2
nfc) (Mfσf + iq0nfc)(q2nfc +M2nfc)Λ2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
+ ic
1 + eE−µf−icφ3T − ic1 + eE+µf+icφ3T
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
¿ÁÁÀ 3T 2
1 + (2 − 3Φ)Φ + ∂U(Φ, T )∂Φ , (4.65)
finalmente, el para´metro GV queda definido en te´rminos del para´metro GS , de manera
que ζV = GV /GS y 0 < ζV < 0,5, segu´n los l´ımites calculados por la referencia [62].
El sistema de ecuaciones (4.58) es el sistema completo que se necesita resolver para
describir la materia de quarks, ahora con interacciones vectoriales, temperatura y potencial
qu´ımico finitos. Como dijimos en los cap´ıtulos anteriores, nuestro objetivo es calcular la
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EdE en el re´gimen de altas densidades para describir la materia de quarks en el interior
de las EN. Sin embargo, faltar´ıan dos componentes para que las EdE generadas por el
sistema mencionado cumplan los requisitos para materia en el interior de las EN: por un
lado superconductividad de color, y por el otro la inclusio´n de leptones en el modelo,
de manera de tener neutralidad de carga ele´ctrica. Respecto de la superconductividad
de color, resulta imposible de incluir al mismo tiempo que el lazo de Polyakov, por lo
cual la desarrollaremos aparte en secciones siguientes. Por otro lado, la neutralidad de
carga ele´ctrica es sencilla de agregar, pero antes es necesario remarcar que esta inclusio´n
genera cambios en la ubicacio´n de la l´ınea de primer orden del diagrama de fases, ya
que los potenciales qu´ımicos de los quarks son afectados por a los potenciales qu´ımicos
de los electrones, muones y neutrinos debido a la condicio´n de equilibrio qu´ımico. Para
garantizar que las EdE que computemos para el interior de las EN sean de materia de
quarks desconfinada, deber´ıamos en principio asegurarnos que los potenciales qu´ımicos
a los que trabajemos caigan en la zona correspondiente del diagrama de fases. Por otro
lado, para comprobar que nuestro modelo sea completo, tambie´n es u´til verificar co´mo
se comporta a densidad nula y temperaturas finita. Es decir, que a diferencia del modelo
de la bolsa del MIT, sirva para describir propiedades de mesones a bajas densidades
y temperaturas, y al mismo tiempo que las l´ıneas de transicio´n de fase se encuentren
dentro de las regiones sugeridas por los experimentos. Por esto, antes de incluir leptones
o desarrollar la teor´ıa con superconductividad de color, veremos en la seccio´n siguiente
co´mo construir el diagrama de fases, y que´ resultados obtenemos con nuestro modelo para
distintas parametrizaciones del acoplamiento vectorial que se desarrollo´ en esta seccio´n.
4.5. Construccio´n del diagrama de fases
En esta seccio´n explicaremos co´mo construir el diagrama de fases del modelo NJL-
nl. Como mostraremos algunos resultados a modo de ejemplo, daremos los valores de las
parametrizaciones que utilizamos para obtenerlos. Las masas del quark u y d, las constantes
de acoplamiento GS y H, y el para´metro Λ del modelo se ajustaron para reproducir los
valores fenomenolo´gicos de la constante de decaimiento del pio´n fpi = 92,4 MeV, y las
masas de los mesones mpi = 139,0 MeV, mK = 495 MeV, mη′ = 958 MeV [21, 85, 1],
obteniendo mu = md = 3,63 MeV, Λ = 1071,38 MeV, GsΛ2 = 10,78, y HΛ5 = −353,29. La
masa del quark s se eligio´ acorde al valor fenomenolo´gico actualizado de ms = 95,00 MeV,
y ms/mu ≃ 26 en concordancia con los datos publicados por el Particle Data Group [86].
Para obtener la transicio´n de fase de primer orden, procedemos a realizar la construccio´n
de Maxwell como explicamos en la seccio´n 2.4. Sin embargo, es importante remarcar que no
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estaremos trabajando con EdE hadro´nicas y de quarks como explicamos en esa seccio´n, si
no que utilizaremos las mismas EdE que obtenemos del modelo NJL-nl, solo que calculando
dos ramas distintas. La primera, yendo desde potenciales qu´ımicos bajos (µ ≃ 10 MeV)
hacia altos (µ ≃ 500 MeV), y la segunda yendo desde potenciales qu´ımicos altos hacia bajos.
En este caso, como tenemos el mismo tipo de part´ıculas tanto para la fase confinada como
para la desconfinada, podemos simplemente graficar el granpotencial en funcio´n de µ,
como vemos en la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Densidad bario´nica en funcio´n del potencial qu´ımico para dos ramas de la densidad ba-
rionica (arriba) y del granpotencial termodina´mico (abajo) corridas a temperatura fija: de potenciales
qu´ımicos bajos y condensados no nulos hacia potenciales qu´ımicos altos, y viceversa. En la figura de
arriba, los dos valores de densidades correspondientes a la recta de µcrit corresponden a los dos valores
del diagrama de fases en el plano (nb, T ). En la figura de abajo el cruce de las dos ramas determina el
punto de transicio´n del diagrama de fases para cada valor de (T,µ).
Para cada temperatura dada, al recorrer el diagrama de fases, se grafica el granpoten-
cial en las dos ramas y el potencial qu´ımico al que se cruzan, junto con la temperatura
elegida para graficar, generan un punto (T,µ) del diagrama de fases. Se comienza desde
temperaturas bajas y se realiza este procedimiento barriendo un rango de temperaturas
determinado. Llegado un punto cr´ıtico, la transicio´n deja de ser de primer orden, y dejan
de existir dos ramas distintas para el granpotencial. En el punto en el cual eso sucede
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se encuentra el punto cr´ıtico (CEP por critical end point en ingle´s), que resulta en una
transicio´n de segundo orden. Luego de dicho punto, y hacia potenciales qu´ımicos ma´s ba-
jos, la transicio´n de fase se vuelve suave o del tipo crossover. Para determinarla, utilizamos
la posicio´n del pico del calor espec´ıfico,, siendo e´ste CV = −T ∂2Ω∂T 2 , como se muestra en la
Figura 4.2.
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Figura 4.2: Calor espec´ıfico para distintas temperaturas. El ma´ximo determina el punto de crossover
para cada valor de (T,µ) para temperaturas mayores a la temperatura cr´ıtica Para temperaturas menores,
el calor espec´ıfico diverge y deja de tener un ma´ximo definido, pues la transicio´n pasa a ser de primer
orden.
Una vez obtenidos los puntos correspondientes a la transicio´n de primer orden, y de
crossover, es posible construir los dos tipos de diagramas de fases, en los planos (T,µ)
y en (T,nb), como se muestra en la Figura 4.3. Como se sabe de extensiones de Lattice
QCD a potenciales qu´ımicos finitos para masas no nulas [87, 88, 89], deber´ıa haber una
transicio´n de fase de tipo crossover a potenciales qu´ımicos bajos. Por otro lado, algunas
extrapolaciones para 2+1 sabores en el l´ımite del continuo indican una temperatura cr´ıti-
ca para potencial qu´ımico nulo Tc(µ = 0) ≃ 155 MeV [90, 91, 92]. Estos dos resultados
se encuentran de acuerdo con los obtenidos con las parametrizaciones utilizadas en este
trabajo.
Por otro lado, a potenciales qu´ımicos altos y temperaturas bajas, se espera la transicio´n
de primer orden como hablamos anteriormente. El final de la l´ınea de transicio´n en el CEP
no se conoce, pero esta´ siendo investigada actualmente en laboratorios como el NICA;
FAIR, J-PARK, mientras que las regiones de densidades intermedias donde se encuentra
la transicio´n tipo crossover esta´ entre los objetivos del os laboratorio BED, SPS en el
RHIC y el CERN. Las a´reas correspondientes a cada experimento se encuentran tambie´n
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sen˜aladas en la Figura 4.3 (arriba). Las l´ıneas punteadas de la figura mencionada indican
el l´ımite de las regiones metaestables, las cuales sera´n explicadas luego.
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Figura 4.3: Arriba: diagramas de fase en el plano (T,µ) para distintos valores de ζV = GV /GS . Abajo:
lo mismo que el panel izquierdo pero en el plano (T,nB).
Como se demuestra en en el trabajo de la referencia [93], la inclusio´n de interacciones
vectoriales repulsivas entre quarks, encoje la l´ınea de transicio´n de primer orden, mo-
viendo el CEP hacia temperaturas ma´s bajas y potenciales qu´ımicos ma´s altos, causando
eventualmente que e´ste desaparezca para interacciones suficientemente fuertes. Sin embar-
go, los valores utilizados en este trabajo permiten siempre transiciones de fase de primer
orden a bajas temperaturas. Adema´s, se puede ver que el efecto de las interacciones vec-
toriales, es mover la l´ınea de transicio´n de primer orden a potenciales qu´ımicos mayores.
Finalmente, se puede ver en el panel de abajo de la Figura 4.3 que estas interacciones pro-
vocan que las regiones metaestables (marcadas en gris) tiendan a desaparecer para valores
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suficientemente grandes de ζV .
Adema´s de la construccio´n mencionada, se pueden obtener l´ıneas espinodales, que co-
rresponden a regiones metaestables. Las fluctuaciones de densidades asociadas a e´stas
l´ıneas pueden ser analizadas en te´rminos de la velocidad del sonido isote´rmica, dada
por[94, 95]
c2s = nq + P ( ∂P∂nq )T . (4.66)
Las zonas marcadas en gris en la Figura 4.3 muestran regiones inestables del diagrama
de fases en donde c2 < 0. E´stas regiones se encuentran rodeadas por zonas metaestables
indicadas en color verde, donde c2 > 0 y las curvas punteadas rojas muestran las l´ıneas
espinodales determinadas cua´ndo c2 = 0. En las regiones donde c2 < 0, la compresibilidad
κ ∝ nq( ∂P∂nq )T es negativa y el sistema reacciona a un incremento en la densidad (com-
presio´n) aumentando las fluctuaciones de baja densidad. Como esta regio´n es inestable,
las fluctuaciones de densidad que normalmente ocurren dentro de la zona delimitada por
las l´ıneas espinodales, separara´n al sistema en regiones de baja y alta densidad. Las zonas
metaestables quedan determinadas por la regio´n comprendida entre las espinodales y las
l´ıneas de primer orden. En estas regiones, las fluctuaciones de densidad crecen a trave´s de
agregar condensados de quarks (rama izquierda), o se encojen debido a la evaporacio´n de
dichos condensados (rama derecha). Vale mencionar que para construir una EdE de mate-
ria de quarks desconfinada, se debe trabajar a potenciales qu´ımicos que sean mayores que
la rama derecha de las l´ıneas espinodales, de manera de evitar que efectos perturbativos
generen la formacio´n de mesones.
Es necesario, sin embargo, indicar una sutileza respecto del tipo de construccio´n del
diagrama de fases que se explico´: como estamos trabajando con tres sabores de quarks,
es posible que dicha construccio´n nos lleve a un error. Ver que el granpotencial tiene
discontinuidades en las soluciones, y construir la l´ınea de primer orden es correcto, en
tanto y en cuanto no asumamos que del lado derecho del diagrama de fases los quarks se
comportan como quarks libres. De hecho lo que sucede es que la discontinuidad ocurre
porque los para´metros de orden de la transicio´n quiral de los quarks u y d se anulan, por
lo cual tenemos restauracio´n de la simetr´ıa quiral para esos quarks. Sin embargo, sucede
lo mismo con el quark s. E´ste, al ser ma´s masivo que los otros, mantiene el campo σs
constante a potenciales qu´ımicos mucho ma´s altos, y recie´n para potenciales del orden
µ ≃ 450 MeV empieza a comportarse como quark libre. Esto se puede ver claramente en
la Figura 4.4. En el caso de ζV = GV /GS = 0 existe una transicio´n de fase de primer orden
debido a la restauracio´n de la simetr´ıa quiral del quark ma´s pesado. Por otro lado, variando
los valores del acoplamiento vectorial, esta transicio´n se vuelve crossover y tanto el campo
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σs como la densidad var´ıan en forma cont´ınua, como se puede ver en la misma figura para
el caso de ζV = 0,3. Es posible analizar la construccio´n de diagramas de fases incluyendo
la l´ınea de restauracio´n de la simetr´ıa quiral para el quark s, pero dependen fuertemente
de la interaccio´n vectorial utilizada y, como veremos luego, depende tambie´n de de la
inclusio´n o no de superconductividad en el modelo. Es u´til saber, sin embargo, que para
todas las interacciones vectoriales utilizadas en este trabajo 0 ≤ ζV ≤ 0,5, la restauracio´n de
la simetr´ıa quiral para el quark s ocurre para un potencial qu´ımico ma´ximo cuyo valor se
encuentra entre 420 MeV y 450 MeV. Mencionamos esto porque para pretender usar este
modelo para la descripcio´n de quarks libres, es importante saber que se deber´ıa trabajar
a potenciales qu´ımicos mayores a los de la restauracio´n de esta simetr´ıa, para todos los
quarks. De otro modo, estar´ıamos trabajando con quarks u y d libres, pero con el quark
s todav´ıa confinado a su condensado quiral.
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Figura 4.4: Izquierda: σs a T = 0 en funcio´n del potencial qu´ımico para ζV = 0 y ζV = 0,3. Derecha:
lo mismo que el panel izquierdo pero para ns. Se puede ver co´mo a pesar de estar a potenciales mayores
que el de desconfinamiento de los quarks u y d la densidad del quark s es nula hasta otro punto de
quiebre, a partir del cual el campo σs empieza a bajar. Tambie´n se ve como aumentando la intensidad
del acoplamiento vectorial la transicio´n pasa de ser de primer orden a ser tipo crossover.
4.6. Inclusio´n de leptones
Como vimos en la seccio´n 2.2, la construccio´n de la ecuacio´n de estado para modelar
la materia tanto hadro´nica como de quarks en las ENs, tiene que incluir leptones, para
satisfacer las condiciones de equilibrio qu´ımico y conservacio´n de carga ele´ctrica ya sea
global o local. Segu´n vimos, hay tres tipos de leptones que se agregan al modelo: electrones
(e−), muones (µ−), y neutrinos de electro´n (νe). La interaccio´n entre los leptones y los
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quarks viene dada por procesos de la interaccio´n de´bil (decaimiento β y β inverso), lo
cual da una relacio´n entre los potenciales qu´ımicos de cada part´ıcula. Sin embargo, a
nivel Lagrangiano (y en consecuencia a nivel granpotencial), los leptones se agregan en el
modelo de quarks como part´ıculas libres. Por lo tanto, no es necesario ningu´n tratamiento
de bosonizacio´n, y la regularizacio´n utilizada es la misma que la desarrollada en la seccio´n
4.2. Por esto, podemos escribir directamente la contribucio´n gene´rica regularizada de un
lepto´n de masa ml al granpotencial de la manera
ΩlReg(T,µl) = 2T ∫ d3p(2pi)3 {ln [1 + e−El+µlT ] + ln [1 + e−El−µlT ]} , (4.67)
donde El = √p2 +ml es la energ´ıa del lepto´n l, ml su masa y µl su potencial qu´ımico.
Cabe destacar que en el caso de los neutrinos, los cuales consideraremos sin masa, resulta
mνe = 0 pero la ecuacio´n (4.67) sigue siendo va´lida. De este modo, el granpotencial nuevo
sera´
ΩACMReg (T,µ)→ ΩACMReg (T,µ) +∑
l
ΩlReg(T,µl), (4.68)
donde la suma sobre l se realiza sobre los distintos leptones segu´n corresponda el caso.
Por simplicidad y para no agregar ı´ndices, nos seguiremos refiriendo al granpotencial con
leptones incluidos en el modelo como ΩACMReg (T,µ) y distinguiremos cualquier otro caso
expl´ıcitamente.
Hasta ahora, los potenciales qu´ımicos de los quarks se distingu´ıan en sabor solo en
los sub´ındices, es decir, ten´ıamos que µu = µd = µs = µ, donde µ es el potencial qu´ımico
gene´rico de los quarks.
Siguiendo lo explicado en la seccio´n 2.2 segu´n los diferentes estad´ıos de una EN, vamos
a necesitar dos formas distintas de agregar leptones. Una que incluya electrones y muones,
y otra que incluya electrones y neutrinos, en cualquiera de los dos casos estas inclusiones
dara´n como resultado que los potenciales qu´ımicos de los quarks ya no sean iguales entre
s´ı. Para el primer caso, el de electrones y muones, la relacio´n que tienen que cumplir estos
potenciales para mantener el equilibrio qu´ımico y beta esta´ dada por
µu = µ − 2
3
µe (4.69)
µd = µ + 1
3
µe (4.70)
µs = µ + 1
3
µe (4.71)
µµ = µe, (4.72)
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De estas ecuaciones se desprenden dos cosas. La primera es que hasta ahora ten´ıamos
un u´nico potencial qu´ımico libre que, junto con la temperatura, eran los dos para´metros
que se fijaban en el sistema de ecuaciones. Ahora seguimos teniendo ese potencial, ya
que (µu + µd + µs) = 3µ, pero aparece otro para´metro libre que es el potencial qu´ımico
del electro´n. Esto nos lleva a la segunda observacio´n, que es que debemos encontrar una
manera de fijar el potencial qu´ımico del electro´n. Esto no se puede hacer arbitrariamente,
sino que se realiza agregando una ecuacio´n ma´s a nuestro sistema, para asegurar que la





(nd + ns) − ne − nµ = 0, (4.73)
la cual debe ser agregada a nuestro sistema de ecuaciones a resolver en (4.58). En la ecua-
cio´n (4.73) los ni se refieren a las densidades de cada part´ıcula que se obtienen derivando
el granpotencial respecto del potencial qu´ımico correspondiente de manera que
ni = ∂ΩACMReg (T,µ)
∂µi
. (4.74)
En el caso en el que los leptones a incluir sean neutrinos y electrones, las relaciones
entre los potenciales qu´ımicos cambian, y se escriben como
µu = µ − 2
3
(µe − µνe) (4.75)
µd = µ + 1
3
(µe − µνe) (4.76)
µs = µ + 1
3
(µe − µνe), (4.77)
(4.78)
donde ahora los muones no se consideran. En este caso, vemos que al incluir el potencial
qu´ımico del neutrino del electro´n, tenemos un para´metro libre ma´s para nuestro sistema
de ecuaciones. Para fijarlo, se necesita agregar la ecuacio´n que define la fraccio´n lepto´nica
del sistema, de manera que agregamos a nuestro sistema la siguiente relacio´n
ne + nνe
nB
− YL = 0, (4.79)
donde ahora nB = (nu + nd + ns)/3 es la densidad de nu´mero bario´nico e YL la fraccio´n
lepto´nica por bario´n que entrara´ como para´metro fijo de nuestro sistema. Cabe destacar
que se fija la fraccio´n lepto´nica sobre la densidad de nu´mero bario´nico en lugar de hacerlo
sobre la densidad total de quarks, ya que luego se juntara´ la EdE de los quarks con la de
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los hadrones y es necesario hacerlo de manera consistente. Sin embargo, cuando hablamos
puramente de ecuaciones de estado de quarks, uno podr´ıa trabajar con la densidad de
quarks y pedir una fraccio´n de leptones arbitraria sobre la densidad total de quarks y
no incurrir´ıa en errores. Finalmente, en el caso de incluir los neutrinos en el modelo, la






(nd + ns) − ne = 0. (4.80)
Cap´ıtulo 5
Superconductividad de color en el
modelo de quarks no local
Hasta aqu´ı hemos desarrollado el modelo PNJL-nl con interacciones escalares y pseu-
doescalares atractivas, e interacciones vectoriales repulsivas. Sin embargo, es sabido que
a temperatura cero, para teor´ıas que tengan una interaccio´n atractiva arbitraria, los fer-
miones son inestables frente a la formacio´n de estados ligados [64], de manera que ser´ıa
natural incluir superconductividad. El argumento es el siguiente: a T = 0, todos los esta-
dos de momento menor al momento de Fermi se encuentran ocupados. Como la energ´ıa
libre ∣Ep −µ∣ se anula en la superficie de Fermi, se podr´ıan crear pares de (anti)part´ıculas
sin coste de energ´ıa. Si existe una interaccio´n de tipo atractiva entre estas part´ıculas, la
superficie de Fermi se vuelve inestable. En la teor´ıa original de superconductividad BCS
[96] esto se arregla con la formacio´n de pares de Cooper, cuya consecuencia directa es la
formacio´n de un gap superconductor (energ´ıa necesaria para romper un par) en el espectro
de excitacio´n, provocando que no existan ma´s niveles con energ´ıa libre nula. En el caso
de la QCD, donde la interaccio´n de intercambio de gluones es atractiva en ciertos canales,
es de esperarse que se formen pares de condensados de quarks similares a los pares de
Cooper, dado lo explicado anteriormente. Al haber muchos canales atractivos en la teor´ıa,
uno puede construir una gama muy amplia de interacciones que den lugar a condensados
de diquarks. En este trabajo nos centraremos en el canal atractivo predominante tanto
para las interacciones de intercambio de un gluo´n como para las mediadas por instantones
[97].
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5.1. Diquarks como condensados de quarks
La inclusio´n de diquarks parte de agregar a la accio´n una interaccio´n que mezcle dis-
tintos colores y sabores de quarks. Como el tratamiento resulta ma´s bien extenso, en esta
seccio´n nos restringiremos al Lagrangiano u´nicamente con la interaccio´n entre corrientes
de tipo quark-quark donde cada apareamiento posible de colores pueda dar lugar a la
formacio´n de condensados. Luego veremos que que los ca´lculos realizados se condicen con
agregar esto a lo hecho con el resto de las interacciones. En general en esta seccio´n man-
tendremos cierta similitud con lo desarrollado en el trabajo de la referencia [62], con la
diferencia que all´ı se trabaja con el modelo local en lugar del no local, y usan otras defini-
ciones de matrices diferentes a las que usamos aqu´ı, que son iguales a las utilizadas en el
trabajo de la referencia [98]. En este trabajo la fase superconductora que consideraremos
es la llamada 2SC + s. Debido a que la masa del quark s desfavorece el apareamiento con
los otros dos quarks livianos podemos considerarlo desacoplado, de manera que en la fase
2SC + s los condensados esta´n formados solamente por quarks u y d. Partamos entonces
de la accio´n
SE = ∫ d4x{ψ (x) (i /∂ +m)ψ (x) − GD
2
[jD (x)]† jD (x)} , (5.1)
con la corriente de diquarks
jD (x) = ∫ d4z g(z)ψC (x + z2) iγ5λAλA′ψ (x − z2) , (5.2)
donde ψC(x) = γ2γ4ψT (x). Las matrices gamma las definimos como (γ, γ4) con γ4 = iγ0.
Las matrices λA y λA′ actu´an en espacios de color y sabor respectivamente y toman
u´nicamente los ı´ndices 2,5,7. Este tipo de interaccio´n da lugar a una matriz de condensados
que se puede escribir de la manera:
sAA′ = ⟨ψCγ5λAλA′ψ⟩, (5.3)
con C = γ2γ4 el operador de conjugacio´n de carga. Afortunadamente, esta matriz se puede
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Se puede ver (por ejemplo en los trabajos de las referencias [99, 100]) que en el re´gimen de
intercambio de un gluo´n, las componentes no diagonales resultan despreciables respecto de
las otras, por lo cual las tomaremos como nulas, y nos quedaremos solo con los elementos
s22 , s55 y s77. Vale la pena destacar algo que mencionamos brevemente al final de la
seccio´n 4.4: la interferencia con el lazo de Polyakov. Si bien las rotaciones que se hicieron y
hecho de despreciar las componentes no diagonales llevan la matriz de condensados a una
forma matema´ticamente tratable, cuando incluimos el lazo de Polyakov y queremos rotar
en color, resulta pra´cticamente imposible llevar todo a una forma diagonal. Es por esto que
en general la literatura no incluye al mismo tiempo estos dos efectos. Se podr´ıa argumentar
que el para´metro de orden Φ del lazo de Polyakov es pequen˜o a bajas temperaturas, y por
ende preferir trabajar con un modelo que incluya fase superconductora de color y no el lazo
de Polyakov en este re´gimen. Si bien el argumento parece va´lido en principio, lo que no
se conoce au´n es co´mo interfiere la inclusio´n de diquarks en los valores de expectacio´n del
para´metro de orden Φ. Es decir, si bien este u´ltimo a temperaturas bajas es despreciable,
podr´ıa ser que su comportamiento cambiara dra´sticamente al incluir diquarks justamente
por los te´rminos no diagonales de la matriz de condensados. Por lo tanto, pensar que
una aproximacio´n u´nicamente incluyendo superconductividad de color en el modelo a
temperaturas bajas es es lo mismo que incluir ambas contribuciones, ser´ıa incurrir en un
error. Es por esto que en este trabajo analizaremos la superconductividad de color separada
de la teor´ıa con el lazo de Polyakov, salvo para el caso de temperatura nula, para el cual
esta u´ltima contribucio´n es estrictamente nula. Por otro lado, una vez hecha la rotacio´n en
sabor que permite identificar a los diquarks, se pueden escribir las interacciones escalares,
pseudoescalares y vectoriales que vimos anteriormente de tal forma que den como resultado
el mismo tipo de interaccio´n para los campos escritos en la nueva base. Esto es lo que
permite, sin perder generalidad, agregar las dema´s interacciones despue´s de haber hecho
el tratamiento de la inclusio´n de diquarks.
Volviendo al tratamiento de la matriz, lo que tenemos ahora son tres condensados que
corresponden a distintos tipos de apareamiento entre quarks, los cuales se muestran en
la tabla 5.1. Como tenemos tres condensados de quarks diferentes, la bosonizacio´n nos
Condensado s22 = ⟨ψγ5λ2λ′2ψ⟩ s55 = ⟨ψCγ5λ5λ5ψ⟩ s77 = ⟨ψCγ5λ7λ7ψ⟩
Pares de diquarks (ur, dg), (ug, dr) (dg, sb), (db, sg) (sb, ur), (sr, ub)
Tabla 5.1: Estructura de color y sabor de los distintos condensados de diquarks.
llevara´ a tener tres campos nuevos, que llamaremos ∆i, con su tres respectivos campos
auxiliares, que llamaremos Di. Veamos como queda la estructura del operador A que
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definimos anteriormente, que es al cual le vamos a tener que calcular el determinante.
Como dicho operador es la inversa del propagador S(p), utilizaremos el nombre de este
u´ltimo para no confundir notacio´n. Lo que quedara´ en las integrales de camino en la parte
fermio´nica luego de extender a temperatura y potencial qu´ımico finitos es:
S−1(p) = ⎛⎝ −/p + Mˆ + iµˆγ4 i∑A∆pAγ5λAλAi∑A(∆pA)∗γ5λAλA −/p + Mˆ − iµˆγ4 ⎞⎠ , (5.5)
donde ∆pA = ∆Ag(p). La matriz S−1(p) escrita anteriormente solo esta expandida en los
ı´ndices de Nambu- Gorkov (que aparecen al escribir los campos en funcio´n de los conju-
gados de carga, duplicando el espacio del operador). Sin embargo, ahora los potenciales
qu´ımicos tienen estructura de sabor y de color, por lo tanto son matrices de 9x9 en ese
espacio, con ı´ndices µfc. La matriz de masas Mˆ tienen ı´ndices de sabor, pero resulta u´til
conservar los ı´ndices de sabor y color para no perder generalidad. Esto nos servira´ para
incluir las interacciones vectoriales y escalares, donde la masa esta´ afectada por el regu-
lador, que a su vez depende del potencial qu´ımico, por lo que tambie´n tendra´ ı´ndices de
sabor y color. Si tenemos en cuenta todos los ı´ndices de Dirac, sabor, color y Nambu-
Gorkov, el operador al que le tendremos que calcular el determinante es una matriz de
72x72, pra´cticamente imposible de tratar matema´ticamente de forma directa. Sin embargo,
reacomodando filas y columnas, y pasando a la notacio´n de traza del logaritmo, podemos
dividirla de la siguiente forma:
Tr{ln[S−1(p)]} = Tr[ln(Dug,dr)] +Tr[ln(Dur,dg)] +Tr[ln(Dub,sr)] +Tr[ln(Dur,sb)]+ Tr[ln(Ddb,sg)] +Tr[ln(Ddg,sb)] +Tr[ln(Dur,dg,sb)], (5.6)
donde las matrices M corresponden a distintos bloques independientes de S−1(p). Las
primeras seis mezclan solo dos especies de quarks y color (fase 2SC), y la se´ptima incluye
la estructura de bloqueo de color y sabor (fase CFL). Los diferentes condensados que
aparecen corresponden a las diferentes combinaciones de sabor de quarks, es decir
∆ud = ∆du = ∆2 = ∆∗2 (5.7)
∆us = ∆su = ∆5 = ∆∗5 (5.8)
∆ds = ∆sd = ∆7 = ∆∗7 . (5.9)
Por lo explicado al principio de la seccio´n, estamos interesados en trabajar en la fase
2SC + s, asumiendo que los condensados de quarks u y d aparecen antes que los dema´s,
por lo cual trabajaremos en el caso en que ∆5 = ∆7 = 0. Esto no es estrictamente cierto,
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pero debido a que la masa del quark s es mucho mayor a las del u y el d, es de esperarse
que si aparecen diquarks, predomine el condensado ∆2 sobre los dema´s, al menos en las
densidades a las cuales recie´n se empiezan a formar. Por otro lado, en el contexto del
modelo no local el tratamiento del determinante de la matriz correspondiente a la fase
CFL es bastante complejo, por lo que en una primera aproximacio´n resulta muy u´til
anular los otros condensados. Haciendo esto, la u´nica estructura de diquarks que queda
toma la forma
Dud = ⎛⎝−/p + Mˆ + iµˆγ4 i∆p2γ5i∆p2γ5 −/p + Mˆ − iµˆγ4⎞⎠ . (5.10)
El determinante de esta matriz es perfectamente resoluble, por lo cual una vez hecho
eso podemos calcular el granpotencial. Antes de eso, veamos co´mo influyen los campos
auxiliares debido a la superconductividad de color en el granpotencial. Del mismo modo
que en la seccio´n 3.3 antes de diagonalizar, el granpotencial incluira´ ahora te´rminos de la
forma
Ω ⊃ ∆D + GD
2
D2, (5.11)
al igual que suced´ıa con los campos σa Sa en la ecuacio´n (3.32). Ahora bien, la diagona-
lizacio´n que se realiza despue´s para la base de los campos σa, Sa θa y Va, se generaba
debido a que la suma de las matrices de Gell-Man por los campos λ0σ0+λ3σ3+λ8σ8 resul-
taba diagonal en sabor, por lo cual los campos auxiliares con ı´ndices a pod´ıan reescribirse
en una base diagonal de sabor. Como el campo ∆2 y su auxiliar D ya quedan definidos
anteriormente sin recorrer esos ı´ndices y sin necesitar diagonalizacio´n, se incluira´n en el
granpotencial sin modificacio´n alguna respecto de la ecuacio´n (5.11).
Por otro lado al considerar ∆5 = ∆7 = 0, las matrices Df,f ′ de la ecuacio´n (5.6) que involu-
cran al quark s no tienen componentes fuera de la diagonal, y las u´nicas interacciones que
aparecen son las que se encuentran en las masas dina´micas y los corrimientos del potencial
qu´ımico debido a la interaccio´n vectorial. Por lo tanto, todos los te´rminos relacionados
al quark s en el granpotencial quedan desacoplados y no sufres cambios respecto del tra-
tamiento que hicimos anteriormente. De esta manera, podemos escribir el granpotencial
correspondiente a la superconductividad de color, recordando que dejamos la masa vestida
M en lugar de m para permitir incluir luego los corrimientos generador en la masa por las
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interacciones escalares. Finalmente, el granpotencial queda de la forma
ΩACMDiq,ud = − 2∫ d4p(2pi)4 ∑c {12ln∣Ac∣2 −Real [ln (p+uc2 +m2u)] −Real [ln (p+dc2 +m2d)]}















Ac = (p+uc2 +M2uc) (p−dc2 +M∗dc2)+ (1 − δbc)∆p2 (∆p2 + 2p+uc.p−dc + 2MucM∗dc) , (5.13)
p±fc = (p0 ∓ iµfc,p) , (5.14)




Veamos ahora conceptualmente co´mo se llega a esa forma del te´rmino Ac. Por un lado, de
la ecuacio´n (5.6), al eliminar los condensados que incluyen al quark s, aparece una nueva
matriz Dur,dg, por lo cual junto con el primer te´rmino de esa ecuacio´n nos permite decir
que los colores rojo y verde son intercambiables para el quark u y d. El quark s queda total-
mente desacoplado de las interacciones de color, as´ı como el color azul. Luego, utilizando
esto y la propiedad de nu´meros complejos ∣Z ∣2 = ZZ∗, es sencillo (aunque trabajoso) llegar
a la forma mencionada para el te´rmino Ac. Veamos que el u´ltimo te´rmino de la ecuacio´n
(5.13) se anula tanto cuando el color es azul, as´ı como tambie´n cuando ∆ = 0. Esto es por-
que el condensado ∆ solo esta´ presente cuando los colores de los quarks son rojo y verde,
adema´s si el condensado se anula se recupera el modelo no local descripto en los cap´ıtulos
3 y 4 como era de esperarse. Para todo el resto de los efectos, la u´nica contribucio´n que
recibira´ el te´rmino de Ac al incluir las interacciones escalares, pseudoescalares, y vectoria-
les, vendra´ en un corrimiento del potencial qu´ımico y una contribucio´n a la masa vestida
Mfc para cada cada sabor y color. Introduciendo estas interacciones donde corresponden,
y sumando al granpotencial los campos auxiliares que vimos anteriormente, completamos
el modelo para los tres sabores y colores de quarks, con todos los acoplamientos vistos.
As´ı, el granpotencial para la fase superconductora de color 2SC + s queda escrito de la
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manera
Ω = − 2∫ d4p(2pi)4 ∑c Real{ln [q+sc
2 +M2sc
p2sc +m2s ]}− 2∫ d4p(2pi)4 ∑c {12ln∣Ac∣2 −Real [ln (p+uc2 +m2u)] −Real [ln (p+dc2 +m2d)]}
− 1
2














donde ahora el te´rmino Ac incluye los momentos corregidos por cada potencial qu´ımico
Ac = (q+uc2 +M2uc) (q−dc2 +M∗dc2)+ (1 − δbc)∆p2 (∆p2 + 2q+uc.q−dc + 2MucM∗dc) , (5.17)
q±fc = (p0 ∓ i [µfc − θfg (p±fc2)] ,p) , (5.18)
p±fc = (p0 ∓ iµfc,p) , (5.19)
Mfc = mf + σf g (p+fc2) , (5.20)




Con esto completamos el modelo con diquarks a temperatura cero para el caso de la fase
2SC+s, ma´s las interacciones escalares, pseudoescalares y vectoriales vistas anteriormente.
La extensio´n a temperatura finita, afortunadamente, resulta directa. En este caso, al haber
ya realizado la regularizacio´n de la parte libre, podemos reutilizar el reemplazo (4.25),
teniendo en cuenta que los te´rminos multiplicados por Θ (µfc −mf) de la ecuacio´n (5.16)
hay que reemplazarlos por las integrales de la parte libre regularizada, como hicimos
cuando regularizamos el caso de fermiones libres, y con eso se termina el proceso del
ca´lculo anal´ıtico. Debido a que las ecuaciones resultan extensas, invitamos al lector a leer
el ape´ndice B para revisarlas.
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5.2. Neutralidad de carga ele´ctrica y de color para diquarks
en estrellas de neutrones
Hasta aqu´ı hemos visto co´mo introducir diquarks en el modelo que hab´ıamos desarro-
llado en los cap´ıtulos 3 y 4. Sin embargo, a menos que incluyamos en el modelo neutralidad
de carga ele´ctrica y de color, cada quark tendra´ tres potenciales qu´ımicos de color inde-
pendientes, lo que junto con los tres sabores de quarks nos da una matriz de potenciales
de 9x9. Esto nos conduce a dos problemas: primero, nuestro sistema tiene demasiados
para´metros libres, segundo, nos falta imponer las condiciones f´ısicas que se requieren en el
contexto de las EN, que es lo que queremos modelar. Para esto, sabemos que la materia
en estos objetos se encuentra en equilibrio qu´ımico, lo que, como vimos, nos lleva a las
condiciones de neutralidad de carga incluyendo leptones. Para que estas condiciones se
cumplan cuando hay diquarks, sin embargo, hace falta que la materia, adema´s de ser neu-
tra ele´ctricamente, sea neutra de color. Incluiremos entonces leptones al igual que en los
casos anteriores, pero nos mantendremos en el caso ma´s simple de incluir solo electrones
y muones. Recordando las condiciones de neutralidad de carga del cap´ıtulo anterior, en el







(nd,c + ns,c)] − ne − nµ = 0, (5.22)
donde esta ecuacio´n es ide´ntica a la ecuacio´n (4.73), pero sumando sobre color en cada
densidad de quarks. Si recordamos que cada densidad es la derivada del granpotencial
respecto a cada potencial qu´ımico, esta u´ltima condicio´n se cumpl´ıa impl´ıcitamente en los
casos anteriores, ya que los potenciales qu´ımicos no ten´ıan ı´ndices de color (o eran iguales
para cada color, formalmente). Ahora, como tenemos dichos ı´ndices, podemos definir las




Ahora bien, en lugar de trabajar con las densidades totales de color, es u´til definir las
combinaciones lineales:
n = 3nB = nu + nd + ns (5.24)
n3 = nr − ng (5.25)
n8 = 1√
3
(nr + ng − 2nb) , (5.26)
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donde nB es la densidad de nu´mero bario´nico y el par (n3, n8) describe asimetr´ıas de color.
Como en nuestro caso tenemos una simetr´ıa entre el color rojo y verde, resulta n3 = 0 por
lo cual µfr = µfg. Tenemos entonces tres cargas conservadas {n,n8, nQ} relacionadas a
tres potenciales qu´ımicos independientes {µ,µ8, µe}. La relacio´n entre estos potenciales
qu´ımicos y los de los quarks esta´ dada por los generadores de transformaciones en sabor
y color respectivamente, siendo
























µsc = µdc. (5.31)
Dadas estas relaciones, imponiendo las neutralidades n8 = nQ = 0, junto con el sistema
de ecuaciones (4.58)-(4.64), nos permiten quedarnos con un u´nico para´metro libre, que
elegimos sera´ el potencial de quarks µ. Debido a su longitud, las densidades de part´ıculas
por color y otras cantidades termodina´micas para el caso de superconductividad de color
se presentan en el ape´ndice B. Las condiciones mencionadas aseguran obtener solucio´n
para el granpotencial, pero esta solucio´n no siempre es u´nica. Por ejemplo, a potenciales
qu´ımicos altos, la fase superconductora 2SC + s se superpone con la fase de plasma de
quarks y gluones. En el plano (P,µB), donde µB = 3µ, es fa´cil ver que la solucio´n con
diquarks tiene ma´s presio´n para un mismo potencial qu´ımico que la solucio´n sin diquarks.
Como en el caso de temperatura cero el potencial qu´ımico es igual a la energ´ıa de Gibbs
por part´ıcula, la fase de menor energ´ıa de Gibbs sera´ la ma´s favorable, resultando as´ı la
fase 2SC + s la preferida, como se ve en la Figura 5.1.
Vale mencionar que ahora tenemos no solo dos fases en juego, si no que hay que seguir
considerando la fase que tiene el condensado ⟨ss¯⟩ distinto de cero, donde el quark s au´n
no se desacoplo´ y se mantiene que ns = 0. Para distintos valores de interaccio´n vectorial y
acoplamiento de diquarks (GV ,GD), es posible que se desconfine el quark s antes de que
se generen diquarks, o por el contrario, que se creen diquarks antes de que se desconfine el
quark s. Si llamamos fase (NQMud) a la fase que tiene quarks u y d libres
1, pero densidad
nula del quarks s (ns = 0), fase (NQM) a la que tiene los tres quarks desconfinados y fase
1Para aliviar la lectura en las explicaciones de este cap´ıtulo entendemos ’libres’ como ’desconfinados’,
es decir con el condensado ⟨qq¯⟩ nulos, pero no debe confundirse con part´ıculas estrictamente libres.
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Figura 5.1: Ecuaciones de estado para la fase 2SC + s y la de materia normal de quarks (NQM).
(2SC + s) a la que tiene quarks s libres y gap superconductor distinto de cero, podemos
distinguir dos transiciones que se muestran en la Figura 5.2: la primera de (NQM) a
(2SC + s). Es decir, los quarks se comportan como quarks libres antes de transicionar a
la fase superconductora de color. Esto sucede cuando la interaccio´n vectorial es bastante
alta (ζV ≳ 0,2). La otra transicio´n es de fase (NQMud) a fase (2SC + s), es decir, el quark
s sigue formando parte de los condensados quirales ⟨ss⟩, y la transicio´n provoca un salto
en la densidad ns, es decir que los condensados se rompen. Esto genera un salto ma´s
grande en ns respecto de la transicio´n anterior, y la mueve hacia potenciales qu´ımicos ma´s
bajos. En resumen, disminuir la interaccio´n vectorial provoca que la transicio´n a materia
superconductora ocurra a potenciales qu´ımicos ma´s bajos, pero a costa de desconfinar ma´s
cantidad quarks s.
El hecho de que la fase superconductora de color ocurra antes o despue´s del desacople
del quark s de su condensado quiral, es un actualmente un tema de debate [101], y como
acabamos de ver depende fuertemente de los para´metros del modelo utilizado. Ma´s au´n,
cambiar el acoplamiento de diquarks ζD = GD/GS compite tambie´n moviendo a poten-
ciales qu´ımicos mayores (o menores) la transicio´n de fase. El ana´lisis de la estructura del
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Figura 5.2: Ecuacio´n de estado, campo ∆ y densidad ns para ζV = 0,3. En el panel derecho se grafica lo
mismo para ζV = 0,1. Se ve co´mo reducir la interaccio´n vectorial provoca que la materia superconductora
ocurra a menor potencial qu´ımico, desconfinando ma´s cantidad de quarks s.
diagrama de fases completo para materia de quarks a temperatura finita se vuelve au´n
ma´s complejo. Los puntos en el plano (T,µ) en los cuales aparece la fase (2SC + s), ma´s
la competencia con el desconfinamiento del quark s resultan no solo computacionalmente
costosos de conseguir, sino que dependiendo de los para´metros de interaccio´n vectorial
utilizados las transiciones pueden resultar de primer orden o crossover, lo que genera una
variedad de diagramas de fase que esta´n fuera del alcance de este trabajo. Es importante
remarcar, sin embargo, que para construir las EdE h´ıbridas con un modelo hadro´nico que
incluya hiperones, la condicio´n fuerte que se le debe pedir a la EdE de materia de quarks,
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es que tenga quarks s desconfinados, es decir densidad ns ≠ 0.En este trabajo nos restrin-
giremos al valor ma´s recomendado en la literatura para la constante de acoplamiento de
diquarks ζD = (3/4) [78], y tomaremos al acoplamiento vectorial como para´metro libre. Las
elecciones que haremos dependera´n del tipo de interfase hadro´n-quark utilizada para la
EdE h´ıbrida, as´ı como de las cotas observacionales respecto a la determinacio´n de los va-
lores de las masas ma´ximas medidas en EN. Estos resultados y su ana´lisis correspondiente
se presentara´n en el Cap´ıtulo 7.
Cap´ıtulo 6
Materia hadro´nica y modelo
DDRMF
Para terminar completar la descripcio´n de la materia dentro de las ENs, necesitamos,
adema´s de los modelos de quarks mencionados, un modelo que describa la materia hadro´ni-
ca. Si bien antiguamente se pensaba que la materia nuclear estaba compuesta u´nicamente
por protones y neutrones, con el avance de la f´ısica experimental y el descubrimiento
del espectro de bariones y mesones, fue necesario mejorar los modelos teo´ricos para re-
producir las observaciones experimentales. En este contexto, John Dirk Walecka y sus
colaboradores construyeron un modelo en 1974 que permit´ıa describir las interacciones
nucleo´n-nucleo´n. Este modelo esta´ basado en un tratamiento fenomenolo´gico de los grados
de libertad hadro´nicos, dentro de una teor´ıa cua´ntica de campos. Las primeras versiones
del modelo consideraban mesones escalares (σ) y vectoriales (ω), acoplados a los campos
bario´nicos, mientras que nuevas versiones incluyen tambie´n un meso´n responsable por las
interacciones bario´n-bario´n (ρ). Estos campos meso´nicos en general son aproximados por
sus valores medios, y reciben el nombre de teor´ıas de campo medio relativistas o RMF
(por Relativistic Mean Field). El primer modelo inclu´ıa u´nicamente interacciones lineales
entre los campos bario´nicos y los campos σ y ω, pero esto llevaba a valores muy altos
del mo´dulo de compresibilidad nuclear K0 = 545 MeV, mientras que distintos ana´lisis
muestran que deber´ıa estar en el rango K0 ≃ 200 MeV - 300 MeV [102, 103] . Por esto,
primero se penso´ en incluir interacciones cu´bicas con el meso´n σ obteniendo as´ı mejo-
res valores para el mo´dulo de compresibilidad [104]. Luego, Bodmer [105] propuso una
auto-interaccio´n cua´rtica para el meso´n ω para obtener un coeficiente positivo de la auto
interaccio´n cua´rtica escalar, dado que un coeficiente negativo para dicha interaccio´n re-
sultaba en un espectro de energ´ıa que no estaba acotado por debajo. La diferencia en las
75
76 Materia hadro´nica y modelo DDRMF
predicciones de estos modelos para las masas de las ENs son realmente significativas. Los
modelos sin interacciones cu´bicas y cua´rticas predicen masas extremadamente grandes,
del orden de 2.8 M⊙, en contraste con aquellos que predicen 1.8M⊙ y que incluyen dichas
interacciones. Actualmente, estos modelos se mejoraron, y adema´s se incluyen constantes
de acoplamiento dependientes de la densidad bario´nica, cuyas parametrizaciones se abre-
vian como DDRMF (por Density Dependent RMF). Esta inclusio´n de la dependencia con
la densidad resulta en una redundancia del efecto de las interacciones cu´bicas y cua´rticas
para los mesones σ y ω, por lo cual los modelos DDRMF, en general, no incluyen los poten-
ciales efectivos expl´ıcitos correspondientes a dichas interacciones. Dado que el tratamiento
de los modelos DDRMF incluye ampliamente lo necesario para explicar los modelos RMF,
en las secciones siguientes explicaremos en detalle los primeros, comentando brevemente
las modificaciones necesarias para el tratamiento sin dependencia de la densidad.
6.1. Teor´ıa de campo medio relativista dependiente de la
densidad
Para modelar la materia hadro´nica existente en las estrellas de neutrones, utilizamos la
aproximacio´n DDRMF que describe las interacciones bario´n-bario´n en te´rminos de campos
meso´nicos. Como mencionamos, los modelos DDRMF son una extensio´n de los modelos
RMF cuyas constantes de acoplamiento no dependen de la densidad. Este tipo de exten-
siones tienen en cuenta efectos del medio haciendo que las constantes de acoplamiento
meso´n-bario´n dependan de la densidad de bariones [106]. Esta dependencia es extra´ıda de
propiedades de materia de nu´cleos finitos, haciendo que estos modelos ajusten mejor a los
datos emp´ıricos que los modelos RMF [107].
Dada la imposibilidad de modelar las interacciones entre todas las part´ıculas en una
EN, los valores de los campos meso´nicos se igualan a sus valores medios en la aproximacio´n
RMF. Estos mesones son: un meso´n escalar (σ) que describe la atraccio´n entre bariones,
un meso´n vectorial (ω) que describe la repulsio´n y un meso´n isovectorial (ρ) que describe
la interaccio´n bario´n-bario´n en sistemas de isoesp´ın asime´trico. El pio´n (pi), que tiene un
rol primario en la descripcio´n de dichas interacciones, es impar, por lo cual su campo se
anula en la aproximacio´n RMF [22]. Existen otros mesones con quarks s que describen
las interacciones entre bariones, pero debido a la falta de datos emp´ıricos existentes para
acotar los valores de las constantes de acoplamiento, se excluyen usualmente de estos
modelos.
Entre los bariones B que pueden existir en las EN esta´n los bariones del octeto, com-
puesto por los nucleones N = {n, p}, los hiperones Y = {Λ, Σ+, Σ0, Σ−, Ξ0, Ξ−} y el
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cuarteto de resonancias delta ∆(1232) = {∆++, ∆+, ∆0, ∆−}, siendo entonces B = {N ,
Y , ∆}. El Lagrangiano para las interacciones entre bariones es [108, 22]
LBariones =∑
B
ψB {γµ[i∂µ − gωB(n)ωµ − 12gρB(n)τ ⋅ ρµ] − [mb − gσB(n)σ]}ψB, (6.1)
donde gσB(n), gωB(n) y gρB(n) son las constantes de acoplamiento entre mesones y bario-
nes, n es la densidad bario´nica nume´rica y τ = (τ1, τ2, τ3) son las matrices de Pauli y γµ las
matrices de Dirac. Las constantes de acoplamiento meso´n-bario´n se toman dependientes
de la densidad, de manera que, dada la densidad de saturacio´n nuclear n0, resulten
giB(n) = giB(n0)fi(x), (6.2)
donde i recorre la lista de mesones σ,ω, ρ, x = n/n0 y las fi dan la forma funcional de la
dependencia con la densidad. Usualmente la prescripcio´n para estas funciones esta´ dada
por [109]
fi(x) = ai 1 + bi(x + di)2
1 + ci(x + di)2 , (6.3)
para i = σ,ω y
fρ(x) = e[−aρ(x−1)]. (6.4)
Los para´metros de las funciones de las ecuaciones (6.3) y (6.4) {aσ, bσ, cσ, dσ, aω, bω,
cω, dω, aρ}, los valores de las constantes de acoplamiento meso´n-nucleo´n a n0 {gσN(n0),
gωN(n0), gρN(n0)} y la masa del meso´n escalar mσ se ajustan todos a las propiedades de
saturacio´n de la materia nuclear a n0, y a las propiedades de nu´cleos finitos, incluyendo
energ´ıas de ligadura, carga y radio de difraccio´n, separaciones esp´ın-o´rbita, etc..[110, 111].
El Lagrangiano para los leptones λ = {e−, µ−} es
LLeptones =∑
λ
ψλ (iγµ∂µ −mλ)ψλ, (6.5)
y Lagrangiano de la parte meso´nica esta´ dado por
LMesones = 1
2
(∂µσ∂µσ −m2σσ2) − 14ωµνωµν + 12m2ωωµωµ + 12m2ρρµ ⋅ ρµ − 14ρµν ⋅ ρµν , (6.6)
donde ωµν = (∂µων − ∂νωµ) y ρµν = (∂µρν − ∂νρµ). El Lagrangiano final del sistema queda
dado por
LDDRMF = LBariones +LLeptones +LMesones. (6.7)
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Las ecuaciones para los campos bario´nicos y meso´nicos se obtienen evaluando las ecua-
ciones de Euler-Lagrange sobre el Lagrangiano total del sistema. Luego de eso, se toma
la aproximacio´n de campo medio relativista asumiendo que la materia se encuentra uni-
formemente distribuida y esta´tica en su estado de mı´nima energ´ıa[22]. De esta manera,
los campos {σ, ω, ρ}, son reemplazados por sus valores medios {σ, ω, ρ}, al igual que las
corrientes bario´nicas. Teniendo en cuenta dicha aproximacio´n, y las ecuaciones de Euler-
Lagrange, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
∑
B
gσB(n)⟨ψBψB⟩ −m2σσ = 0 (6.8)
∑
B
gωB(n)⟨ψ†BψB⟩ −m2ωω = 0 (6.9)
∑
B





⟨ψ†BψB⟩ω + ∂gρB∂n I3B⟨ψ†BψB⟩ρ − ∂gσB∂n ⟨ψBψB⟩σ) −Σr = 0, (6.11)
donde I3B es la proyeccio´n de isoesp´ın de cada bario´n en la direccio´n 3. Los valores de
expectacio´n de las corrientes bario´nicas en la aproximacio´n de campo medio, son las den-
sidades escalares, que a temperatura cero esta´n dadas por




)[kBE∗B −m∗B2log(E∗B + kBm∗B )] , (6.12)
y la densidad de nu´mero bario´nico (densidad vectorial)
nB = ⟨ψ†BψB⟩ = 2JB + 16pi2 k3B, (6.13)
donde JB es el esp´ın y kB el momento de Fermi,
m∗B =mB − gσB(n)σ, (6.14)
es la masa efectiva y E∗B = √k2 +m∗B(σ) es la energ´ıa de Fermi de la especie bario´nica B.
Para determinar la densidad de energ´ıa y presio´n a una densidad bario´nica fija, las
ecuaciones de los campos deben ser resueltas conjuntamente con la condicio´n de neutrali-
dad de carga ele´ctrica, en el contexto en el que nos interesa trabajar, que es el de ENs, es





nλqλ = 0, (6.15)
donde qB y qλ son las cargas ele´ctricas bario´nicas y lepto´nicas respectivamente. El nu´mero
bario´nico debe ser conservado de manera que
n −∑
B
nB = 0. (6.16)
El momento de Fermi de los bariones esta´ relacionado con el del neutro´n de manera que
la materia se encuentre en equilibrio qu´ımico tiene que satisfacer, a temperatura cero,
µB = µn − qBµe, (6.17)
donde µn y µe son los potenciales qu´ımicos del neutro´n y del electro´n respectivamente, y
la relacio´n entre la energ´ıa de Fermi de cada bario´n y su potencial qu´ımico es
E∗B = µB − gωB(n)ω − gρB(n)I3Bρ −Σr. (6.18)
El hecho de que el te´rmino Σr aparezca en la energ´ıa de Fermi, es lo que hace que
el momento de Fermi de cada bario´n ahora dependa de la densidad bario´nica local en
cada punto del sistema, razo´n por la cual aparece la u´ltima ecuacio´n en el sistema (6.8).
Junto con la neutralidad de carga y la conservacio´n del nu´mero bario´nico, el sistema de
seis ecuaciones no lineales que es necesario resolver para hallar los valores medios de los




gσB(n)nSB −m2σσ = 0 (6.19)
∑
B
gωB(n)nB −m2σω = 0 (6.20)
∑
B









nSBσ) −Σr = 0 (6.22)
∑
B





nλqλ = 0. (6.24)
Una vez resuelto este sistema de ecuaciones nos interesa calcular cantidades termo-
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dina´micas. Para calcular la presio´n (o la densidad de energ´ıa) del sistema, primero se
debe hallar el tensor de energ´ıa momento, para el cual partimos de la me´trica gµν y del




con φ = {σ,ω, ρ}. Como el espacio tiempo en la escala de las interacciones en las NS
es pra´cticamente plano (∼ 1fm), podemos aproximar la me´trica por la de de Minkowski

























[m2σσ2 −m2ωω2 −m2ρρ2] + nΣr. (6.26)
Teniendo en cuenta que P = −Ω/V , de esta cantidad, o mismo del tensor de energ´ıa
impulso, es posible derivar todas las cantidades termodina´micas de intere´s, sin embargo,
al igual que con los modelos de quarks, es necesario hacer la extensio´n del modelo a
temperatura finita para estudiar los estad´ıos de proto-ENs, por lo que las cantidades ma´s
relevantes sera´n escritas expl´ıcitamente en la seccio´n 6.3. Es necesario recordar que, al
igual que en el modelo de quarks, la ecuacio´n de neutralidad de carga sirve para fijar
el potencial qu´ımico del electro´n y del muo´n. La inclusio´n de neutrinos y la ecuacio´n de
fraccio´n lepto´nica resultan exactamente iguales a las ya mencionadas en la seccio´n 2.2.
6.2. Modelos RMF(L) y parametrizaciones utilizadas
Hasta aqu´ı hemos visto el desarrollo teo´rico del modelo hadro´nico DDRMF, depen-
diente de la densidad. Sin embargo, es posible modificar ligeramente los modelos RMF no
dependientes de la densidad para lograr resultados parecidos a aquellos en los que todas
las constantes de acoplamiento dependen de la densidad.
Los modelos RMF en general se parametrizan de manera de reproducir ciertas propie-
dades de la materia hadro´nica a densidad de saturacio´n nuclear n0, como por ejemplo la
energ´ıa de asimetr´ıa J = Esym(n0). El problema con este enfoque es que no ajusta la pen-
diente de dicha energ´ıa (L0) a densidad n0. Al ser L0 una cantidad que fue siendo acotada
con mayor precisio´n con el paso del tiempo [112] y que podr´ıa tener implicancias impor-
tantes en la composicio´n de la materia de las ENs, es necesario introducir modificaciones
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en este tipo de modelos. En particular, esto se puede lograr incluyendo varios te´rminos
de auto-interaccio´n entre los mesones [113]. El problema con ese enfoque es que suaviza
demasiado la EdE, lo cual no permite cumplir con los requerimientos de ma´xima masa
de dos masas solares. En lugar de agregar ma´s te´rminos no lineales a los que ya tienen
los modelos RMF, otro enfoque es utilizar la dependencia con la densidad u´nicamente en
las interacciones isovectoriales, como puede verse en la ecuacio´n (6.4), dejando igualadas
a uno las fi de la ecuacio´n (6.3). Esto resulta conveniente, ya que se puede ajustar el
coeficiente aρ de manera de obtener buenos resultados para L0, sin modificar otras pro-
piedades de saturacio´n ya existentes en la parametrizacio´n RMF [114]. Esta modificacio´n
en la parametrizacio´n de este tipo de modelos se conoce como RMF(L), y a diferencia con
el tratamiento que hicimos anteriormente se deben agregar los te´rminos de interacciones
no lineales al Lagrangiano, de manera que
LRMF (L) = LDDRMF +LNLσ (6.27)LNLσ = −1
3
b˜σmN [gσN(n)σ]3 − 1
4
c˜σ[gσN(n)σ]4. (6.28)
En nuestro trabajo, utilizamos dos tipos de modelos, uno del tipo RMF(L) conocido co-
mo GM1(L)[115], y uno del tipo DDRMF cuya parametrizacio´n se conoce como DD2[107].
En ambos casos las constantes de acoplamiento meso´n-hipero´n se determinaron siguien-
do la prescripcio´n de la extensio´n de Nijmegen para nu´cleos blandos (ESC08)[116]. Las
constantes de acoplamiento relativas meso´n-hipero´n isovectoriales se fijaron teniendo en
cuenta propiedades concernientes al isoesp´ın de los hiperones. Para las resonancias ∆ se
utilizo´ xσ∆ = xω∆ = 1,1 y xρ∆ = 1,0, donde xiH = giH/giN .
En la tabla 6.1 se listan las constantes de acoplamiento de los modelos utilizados en
este trabajo. En la tabla 6.2 se muestran las propiedades de los modelos, las cuales son:
la densidad de saturacio´n nuclear n0, la energ´ıa por nucleo´n E0, la constante de incom-
presibilidad nuclear K0, la masa efectiva del nucleo´n m
∗/mN , la energ´ıa de asimetr´ıa J ,
la pendiente de la energ´ıa de asimetr´ıa L0 y el potencial del nucleo´n UN .
6.3. Extensio´n a temperatura finita
La extensio´n del modelo a temperatura finita se puede hacer de manera simple, teniendo
en cuenta que estamos trabajando con fermiones. La diferencia entre los fermiones que
tratamos en este modelo y los fermiones libres que regularizamos en el cap´ıtulo anterior,
radica u´nicamente en que los del modelo hadro´nico tienen un corrimiento en el potencial
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Para´metros GM1L DD2
mσ (GeV) 0.5500 0.5462
mω (GeV) 0.7830 0.7830















Tabla 6.1: Para´metros de los modelos RMF(L) con la parametrizacio´n GM1L y DDRMF con la
parametrizacio´n DD2 utilizados en este trabajo.
qu´ımico y la masa efectiva, es decir
µ∗B = µB − gωB(n)ω − gρB(n)I3Bρ −Σr (6.29)
m∗B = mB − gσB(n)σ. (6.30)
Vale notar, que lo que en el caso de temperatura cero era la energ´ıa de Fermi E∗B, ahora
pasa a ser el potencial qu´ımico modificado µ∗B. Esto se entiende de manera directa ya que
en el caso de temperatura cero el potencial qu´ımico es igual a la energ´ıa de Fermi, y en la
extensio´n a temperatura finita esto no se mantiene. En este caso, la energ´ıa de cada bario´n
sigue siendo E∗B(k) = √k2 +m∗B(σ) pero no tiene por que´ ser igual al potencial qu´ımico.
Luego de hacer estas distinciones, el tratamiento es el mismo que para fermiones libres:
construir la funcio´n de particio´n, realizar las sumas de Matsubara, y regularizar de manera
de eliminar el te´rmino divergente proveniente del vac´ıo. Por simplicidad no repetiremos
estos ca´lculos, ya que como dijimos son equivalentes a los de los fermiones libres. Luego,
la presio´n queda escrita de la forma
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Propiedades de saturacio´n GM1L DD2
n0 (fm
−3) 0.153 0.149
E0 (MeV) -16.30 -16.02
K0 (MeV) 300.0 242.7
m∗/mN 0.70 0.56
J (MeV) 32.5 32.8
L0 (MeV) 55.0 55.3−UN (MeV) 65.5 75.2
Tabla 6.2: Propiedades de la materia nuclear para las parametrizaciones GM1(L)[115] y DD2[107].









E∗B(k) [n+B + n−B] + 13pi2 ∑λ ∫ ∞0 k
4 dk
Eλ(k) [n+λ + n−λ]− 1
2
[m2σσ2 −m2ωω2 −m2ρρ2] + nΣr, (6.31)
con la dependencia en la temperatura dada por los nu´meros de ocupacio´n
n±B(k, T ) = [1 + eE∗B(k)±µ∗BT ]−1 (6.32)
n±λ(k, T ) = [1 + eEλ(k)±µλT ]−1 , (6.33)
con Eλ y µλ la energ´ıa y potencial qu´ımico de cada lepto´n respectivamente, donde ahora en
lugar de los momentos de Fermi como inco´gnitas tendremos a los potenciales qu´ımicos de
cada part´ıcula. El resto de las cantidades termodina´micas, nuevamente, se pueden obtener
tanto del tensor de energ´ıa impulso como de la presio´n. Por completitud, y porque sera´
necesario ma´s adelante trabajar con sistemas a entrop´ıa fija, calculamos la misma usando
la relacio´n termodina´mica fundamental, obteniendo



















[(n+λ − n+λ2)(Eλ + µλT 2 ) + (n−λ − n−λ2)(Eλ − µλT 2 )] , (6.34)
siendo γB = (2JB + 1)/(6pi2) y γλ = 1/(3pi2) los factores de degeneracio´n respectivos. Las
u´ltimas dos cantidades termodina´micas necesarias para calcular la ecuacio´n de estado las
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obtenemos de la relacio´n termodina´mica fundamental, siendo entonces
ε = −P + TS +∑
i
µini (6.35)
EG/B = ε − TS + P
n
, (6.36)
donde el sub´ındice i recorre sobre todas las part´ıculas (bariones y leptones). La densidad
de energ´ıa ε es la densidad de energ´ıa total del sistema, y la EG/B es la energ´ıa de Gibbs
por bario´n.
Finalmente, con la extensio´n a temperatura finita, estamos en condiciones de calcular
las EdE hadro´nicas tanto a temperatura finita como a entrop´ıa fijas. Es u´til ver co´mo
se comporta el modelo hadro´nico respecto a que´ tipos de part´ıculas empiezan a surgir a
medida que la densidad aumenta. La Figura 6.1 muestra las poblaciones de part´ıculas para
las EdE utilizadas en este trabajo. Puede verse que la poblacio´n de part´ıculas depende
fuertemente de la entrop´ıa por bario´n s = S/n y la fraccio´n lepto´nica YL. Particularmente
para las resonancias ∆, el estado negativo de esta part´ıcula es poblado primero, reempla-
zando algunos de los electrones de alta energ´ıa. Los otros tres estados (∆0, ∆+, y ∆++)
son poblados a densidades que son apenas mayores que la densidad de saturacio´n nuclear.
Por lo tanto, de acuerdo a este modelo todos estos estados existen en los nu´cleos de las
proto-EN. Por otro lado se puede ver la abundancia de electrones en la materia donde la
fraccio´n lepto´nica es distinta de cero, y los neutrinos esta´n presentes (paneles superiores y
medios de la Figura 6.1). Debido a esto, se podr´ıa especular que la conductividad ele´ctrica
de este tipo de materia es considerablemente diferente de la conductividad ele´ctrica de la
materia libre de neutrinos (paneles inferiores de la misma figura), donde la presencia de
muones conlleva a una menor densidad de electrones en el sistema, y el aumento de la
poblacio´n de las part´ıculas ∆−, Ξ−, and Σ− causa una reduccio´n del nu´mero de leptones.
Respecto de la extran˜eza contenida en los hiperones, su principal contribucio´n viene de
las part´ıculas Λ y Ξ, cuya poblacio´n crece monoto´nicamente con la densidad, dominan-
do la composicio´n de materia a densidades muy altas. Otras especies de hiperones esta´n
presentes, pero en menor grado.
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Figura 6.1: Izquierda: Poblacio´n de part´ıculas en funcio´n de la densidad para la parametrizacio´n
DD2. Los valores de entrop´ıa y fraccio´n lepto´nica elegidos son t´ıpicos del interior de proto-estrellas de
neutrones. Derecha: lo mismo que el panel izquierdo pero para la parametrizacio´n GM1L.

Cap´ıtulo 7
Estrellas de neutrones con materia
de quarks: resultados
Hasta aqu´ı hemos desarrollado todos los componentes necesarios para modelar la mate-
ria en los nu´cleos internos de las ENs. Hemos descripto los modelos efectivos hadro´nico y
de quarks y hemos obtenido las EdE correspondientes. En el Cap´ıtulo 2, hemos presentado
las ecuaciones de equilibrio hidrosta´tico para las ENs que nos permiten, dada una EdE,
obtener la masa, el radio y la masa bario´nica de cada una de las estrellas que componen la
familia de objetos compactos que corresponden a dicha EdE. Veamos entonces que´ crite-
rios utilizamos para construir las EdE h´ıbridas. En principio, si existiera una transicio´n de
fase de materia hadro´nica a materia de quarks en el interior de las ENs, la misma podr´ıa
ser tanto abrupta (que se pueden describir usando el formalismo de Maxwell), como suave
(que se pueden describir usando el formalismo de Gibbs), dependiendo de la tensio´n super-
ficial en la interfase de quarks y hadrones. En este punto nos encontramos con un problema
respecto de que´ formalismo usar, ya que el valor de la tensio´n superficial es au´n indetermi-
nado. Los ca´lculos de Lattice QCD predicen un valor de tensio´n superficial ∼ 0 MeV/fm2
-100 MeV/fm2 [117]. De acuerdo a estudios teo´ricos, una tensio´n superficial mayor a 70
MeV/fm2 favorecer´ıa una transicio´n de fase tipo Maxwell en lugar de una transicio´n tipo
Gibbs el valor de la tensio´n superficial en la interfase hadrones-quarks, es posible conside-
rar los dos tipos de transicio´n de fase en los nu´cleos internos de las EN y analizar si existe
alguna consecuencia observacional que nos permita diferenciarlas. Asimismo, como nos
interesa estimar una evolucio´n te´rmica esquema´tica en este tipo de objetos, tambie´n nece-
sitamos calcular las diferentes EdE isentro´picas correspondientes a los diferentes estad´ıos
de las estrellas que componen cada familia. En lo que sigue, mostraremos los resultados
obtenidos al aplicar los modelos de materia de quarks y materia hadro´nica descriptos en
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cap´ıtulos anteriores al contexto de proto-ENs y ENs fr´ıas. Llamaremos estrellas h´ıbridas
a las ENs con materia de quarks en sus nu´cleos internos.
7.1. Estrellas h´ıbridas con transiciones de fase abruptas
Para estudiar estrellas h´ıbridas que posean una transicio´n de fase abrupta en su interior,
construiremos dichas transiciones segu´n el formalismo de Maxwell para distintos valores
de interaccio´n vectorial en el modelo de quarks, considerando las parametrizaciones DD2 y
GM1L del modelo hadro´nico, partiendo de temperatura cero. Bajo la premisa de cumplir
con la restriccio´n observacional de 2 M⊙, correspondientes a los pu´lsares PSR J1614-2230
y PSR J0348+0432 [2, 118, 3, 119], y asumiendo la posibilidad de que la materia de quarks
exista en el interior de las EN, se calcula la masa ma´xima de la familia de estrellas para
distintos valores de interaccio´n vectorial, ζv. Esto nos lleva a 0,331 < ζv < 0,371 para
GM1L, y 0,328 < ζv < 0,385 para DD2. El l´ımite inferior de ζv en cada caso, corresponde
al valor mı´nimo de interaccio´n vectorial, necesario para cumplir con la restriccio´n de
2M⊙. El l´ımite superior lo definimos al encontrar la interaccio´n vectorial ma´xima para
la cual existe materia de quarks dentro de la estrella. Es decir, valores de ζv mayores
a 0.371 o´ 0.385 para EdE h´ıbridas construidas con las parametrizaciones GM1L o DD2
respectivamente, resultan en estrellas puramente hadro´nicas. Una vez fijados los valores de
la interaccio´n vectorial para la materia de quarks a temperatura cero, se calculan distintas
EdE a temperatura y/o entrop´ıa fijas y se analizan distintos estad´ıos isoentro´picos de las
diferentes familias de estrellas. El mismo ana´lisis se realiza tambie´n con el formalismo de
Gibbs.
Para la construccio´n de la transicio´n de fase, buscamos el punto donde se igualan
las EdE hadro´nicas y de quarks en el plano (p,EG), como explicamos en la seccio´n 2.4.
Los cruces para las curvas correspondientes a las interacciones vectoriales mencionadas
se muestran en la Figura 7.1. En esa figura, se ve que hay dos transiciones visibles. La
primera de materia de quarks a materia hadro´nica a presio´n P ∼ 100− 150 MeV/fm3, y la
segunda a de materia hadro´nica a materia de quarks a P ∼ 350−400 MeV/fm3. Tomamos
como punto de transicio´n f´ısica el segundo cruce mencionado, dado que el primero no es
posible que ocurra. Las EdE son bastante similares y resulta dif´ıcil distinguir entre las dos
fases en el rango de las presiones P ∼ 100−400 MeV/fm3, por lo que para poder encontrar
el punto de cruce se debe aumentar varias veces la precisio´n de los gra´ficos en esa zona. Por
otro lado, puede verse en la Figura 7.2, que una transicio´n de fase de primer orden ocurre
a µB ∼ 940 MeV, indicada por una discontinuidad en la densidad de part´ıculas y las masas
dina´micas. Esto corresponde a la regio´n donde au´n no se ha desconfinado el quark s, como
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Figura 7.1: El panel (a) muestra la construccio´n de la EdE (a T = 0) de la energ´ıa de Gibbs por
bario´n (G) para una parametrizacio´n h´ıbrida DD2-PNJL-nl. La l´ınea negra corresponde la EdE de la
fase hadro´nica y las l´ıneas punteadas rojas y azules son las EdE para la fase de quarks para los dos valores
de interacciones vectoriales. El panel (b) muestra la densidad de energ´ıa en funcio´n de la presio´n, para los
valores mencionados. Los paneles (b) y (c) muestran lo mismo que los paneles (a) y (b) respectivamente,
para la parametrizacio´n GM1L.
vimos en la seccio´n 4.5. Por lo tanto, para potenciales qu´ımicos entre 940 MeV y 1300
MeV tenemos una fase donde el condensado quiral de los quarks u y d ⟨u¯ u⟩ = ⟨d¯ d⟩ ∼ 0,
mientras que ⟨s¯ s⟩ ≠ 0. Este comportamiento podr´ıa indicar la existencia de una fase que
tiene aspectos tanto de materia nuclear como materia de quarks (ver [120, 121] y las
referencias all´ı mencionadas), provocando un tipo de enmascaramiento entre las dos EdE
[122] y podr´ıa explicar la primera transicio´n de fase de quarks a hadrones, la cual resulta
ser no f´ısica, debido a que la materia de quarks no esta´ completamente desconfinada. A
potenciales mayores que µB ∼ 1300 MeV y presiones P ∼ 135 MeV/fm3, el quark s se
desconfina, y la EdE corresponde a materia pura de quarks libres, que es la parte que
usaremos para construir la EdE h´ıbrida.
Una vez que se construye la EdE h´ıbrida, resolvemos las ecuaciones de TOV para
encontrar las curvas masa-radio, y masa-densidad de energ´ıa de las familias de ENs co-
rrespondientes a dicha EdE. La curva de masa-densidad de energ´ıa tiene una funcio´n
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Figura 7.2: Masas dina´micas Mi y densidades ni de los quarks u, d, s en funcio´n del potencial qu´ımico
bario´nico. ne corresponde a la densidad de electrones.
importante en el ana´lisis de estrellas h´ıbridas: identificando en la EdE el valor de densidad
de energ´ıa donde aparece la materia de quarks, es posible luego identificar en los resulta-
dos de masa-densidad de energ´ıa a partir de que´ valores de masa las estrellas contienen
materia de quarks. De la misma forma, en el caso de considerar superconductividad de
color, es posible identificar a partir de do´nde esta fase podr´ıa estar presente en las ENs
obtenidas. Los resultados de este ana´lisis para temperatura cero, para las parametrizacio-
nes mencionadas, y sumando la construccio´n para la EdE h´ıbridas a T = 0 se muestran en
la Figura 7.3, mientras que en la Figura 7.4, adema´s se incluyo´ la fase superconductora
de color (2SC + s). En todos los ana´lisis que siguen nos mantendremos en los valores co-
rrespondientes al l´ımite inferior de las interacciones vectoriales calculadas, ya que dichos
valores favorecen una mayor formacio´n de materia de quarks en el interior de las estrellas
h´ıbridas.
Se puede ver que todas las curvas de las figuras 7.3 y 7.4 cumplen el requerimiento de
llegar a las dos masas solares y tambie´n satisfacen la cota establecida para los radios de las
ENs. Dicha cota, se establece a partir del ana´lisis de datos proveniente de la fusio´n de dos
ENs, el evento de ondas gravitacionales GW170817 [5]. Tambie´n se puede apreciar que las
familias de estrellas construidas con la parametrizacio´n hadro´nica correspondiente a DD2
tienen una rama ma´s extensa de estrellas h´ıbridas que las construidas con la parametriza-
cio´n GM1L. Esto es as´ı porque la EdE hadro´nica DD2 es ma´s dura, es decir, la materia es
menos compresible, que la GM1L en te´rminos de la energ´ıa libre de Gibbs, por lo que la
transicio´n a materia de quarks ocurre a densidades ma´s bajas. Tambie´n vemos que en el
caso de la EdE con superconductividad de color, primero se da una transicio´n a materia
de quarks sin superconductividad, que luego transiciona a la fase superconductora. Esto
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Figura 7.3: Curvas de masa gravitacional en funcio´n de energ´ıa y del radio estelar para las parame-
trizaciones a T = 0 sin superconductividad de color.
es as´ı exclusivamente porque elegimos mantenernos con los valores de acoplamiento vec-
torial que son comparables a las construcciones sin considerar superconductividad. Como
veremos ma´s adelante, al variar dicho acoplamiento es posible construir una fase que pase
de ser hadro´nica pura, a superconductora. En la tabla 7.1 se ven los resultados para las
masas ma´ximas obtenidas en cada caso, donde se aprecia que el hecho de incluir supercon-
ductividad disminuye ligeramente la masa ma´xima obtenida. Por otro lado, es necesario
mencionar que es posible encontrar otras parametrizaciones que cumplan requerimientos
observacionales de dos masas solares. Como se ve en la Figura 7.5, por ejemplo, si se
aumenta la interaccio´n vectorial, se retrasa el inicio de aparicio´n de un nu´cleo de quarks,
pero si al mismo tiempo se aumenta la interaccio´n de diquarks, es posible satisfacer la cota
de dos masas solares y que la materia de quarks este´ presente en el interior de la estrella
a densidades mucho menores. Sin embargo, esto reduce ligeramente la masa ma´xima ob-
tenida. En este trabajo, como mencionamos anteriormente, consideraremos el valor para
la constante de acoplamiento ma´s utilizado en la literatura, ζD = GD/GS = 0,75 [29].
En las figuras 7.3, 7.4 y 7.5, hemos presentado los resultados para los casos de ENs fr´ıas.
Para estudiar las proto-ENs, necesitamos extender las EdE a temperatura finita. Se sabe
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Figura 7.4: Curvas de masa gravitacional en funcio´n de energ´ıa y del radio estelar para las parametri-
zaciones a T = 0 con superconductividad de color. En el caso de la parametrizacio´n GM1L y ζV = 0,331
la fase de quarks comienza en el mismo punto que la fase 2SC + s.
GM1L
MG [M⊙] MB [M⊙] c [MeV/fm3]
Hadro´nicas puras 2,04 2,42 1194,82
ζv = 0,331 2,00 2,36 1077,02(2SC + s)ζv = 0,331 1,95 2,30 1026,53
DD2
MG [M⊙] MB [M⊙] c [MeV/fm3]
Hadro´nicas puras 2,11 2,53 1110,68
ζv = 0,328 2,04 2,43 992,88(2SC + s)ζv = 0,328 2,02 2,40 948,00
Tabla 7.1: Masa gravitacional MG, masa bario´nica MB , y densidad de energ´ıa central c para las
estrellas de masa ma´xima obtenidas para las parametrizaciones a T = 0.
por trabajos anteriores que el escenario evolutivo de las proto-ENs se basa en un ca´lculo
dina´mico con EdE representativas (ver por ejemplo [123]). Con base en este ana´lisis se
infiere que las proto-ENs son aproximadamente isoentro´picas en distintas etapas de su
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Figura 7.5: Masa gravitacional MG, en funcio´n del radio para la parametrizacio´n DD2 y ζV = 0,4, con
distintos valores de acoplamiento de diquarks, las l´ıneas verticales indican el comienzo de la fase 2SC +s,
que coincide con el inicio de la fase de quarks.
evolucio´n, y en cambio la temperatura es variable a lo largo del radio de cada estrella.
Para obtener una EdE isoentro´pica para la construccio´n de Maxwell, primero calculamos
las EdE para la fase hadro´nica y de quarks, para una temperatura de transicio´n fija
(por ejemplo 15 MeV y 30 MeV). Luego de determinar el punto de cruce de las curvas,
extendemos las curvas de cada fase isoentro´picamente para esa temperatura de transicio´n.
De esta manera, construimos EdE isoentro´picas, eligiendo temperaturas representativas
de transicio´n T = 15 MeV y T = 30 MeV. Dependiendo del estad´ıo de evolucio´n en el que
suponemos que se encuentra la estrella, usamos distintas fracciones de leptones (Yνe ≠ 0),
considerando YL = Ye + Yνe = 0,2 o YL = 0,4. Las relaciones de masa radio de las estrellas
compuestas por ese tipo de materia se muestran en la Figura 7.6.
Para el modelo sin superconductividad y con lazo de Polyakov, los resultados obteni-
dos nos llevan al siguiente ana´lisis. Para los valores ma´ximos de interacciones vectoriales
indicadas anteriormente (ζv = 0,371 y ζv = 0,385) encontramos que un incremento en la
temperatura (con o sin la inclusio´n de neutrinos) evita la formacio´n de materia de quarks
en el interior de las estrellas. Las u´nicas estrellas con materia de quarks para esos valores
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Figura 7.6: Masa gravitacional MG, en funcio´n del radio para estrellas h´ıbridas a diferentes tempera-
turas Ttrans para la transicio´n de fase de hadrones a quarks. YL es la fraccio´n lepto´nica y Yνe la fraccio´n
de neutrinos. Las l´ıneas verticales marcan el inicio de la materia de quarks descofinada. Con la excepcio´n
de las estrellas sin neutrinos (Yνe = 0), las de Ttrans = 0 (T0) and Ttrans = 15 MeV (T15), la transicio´n
ocurre en el pico de masa ma´xima.
de interaccio´n vectorial, son las estrellas h´ıbridas fr´ıas. Para el caso de las interacciones
vectoriales mı´nimas, sucede cualitativamente lo mismo. Las diferencias provienen princi-
palmente de considerar si existen neutrinos atrapados en su interior o no. Para la para-
metrizacio´n DD2, por ejemplo, se puede construir una EdE con neutrinos atrapados hasta
temperaturas de transicio´n Ttrans = 30 MeV para modelar ENs que contengan materia de
quarks en su interior. Sin embargo, para la parametrizacio´n GM1L, los neutrinos esta´n
presentes u´nicamente para configuraciones con temperaturas hasta Ttrans = 15 MeV, y para
temperaturas mayores la estrella se vuelve inestable antes de que la transicio´n hadrones-
quarks ocurra. En la Figura 7.6 se observa que la influencia de los neutrinos aumenta la
masa ma´xima de la estrella. Esta influencia depende sensiblemente de la composicio´n de la
materia (ver [124] por ejemplo). Si se tienen en cuenta hadrones pesados (como hiperones
o resonancias ∆) y quarks, la inclusio´n de neutrinos resulta en un incremento en la masa
ma´xima. Esto es exactamente lo opuesto a la situacio´n de las EdE idealizadas, donde solo
se tienen en cuenta nucleones y leptones, y ningu´n otro componente que ablande la EdE,
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en cuyo caso el efecto de los neutrinos es reducir la masa ma´xima, como se muestra en la
referencia [122].
Hasta ahora calculamos las relaciones de masa radio para distintas EdE que correspon-
der´ıan a distintos estad´ıos de las ENs. Sin embargo, por ma´s que exista materia de quarks
en esos estad´ıos, no quiere decir que sean realmente estad´ıos previos de las estrellas calcu-
ladas a T = 0. Para determinar esto tenemos que analizar el diagrama masa gravitacional
- masa bario´nica. En la Figura 7.7 mostramos estas relaciones para los estad´ıos calcula-
dos anteriormente. Asumiendo que estamos modelando estrellas aisladas (sin posibilidad
de acretar materia), la masa bario´nica debe ser una constante durante la evolucio´n de la
estrella, esta condicio´n es mostrada con una l´ınea vertical en la Figura mencionada. Las
barras verticales marcan el inicio de la materia de quarks desconfinada en el nu´cleo de
las estrellas. Las proto estrellas en sus etapas iniciales de evolucio´n (por ejemplo , s = 1,
YL = 0,4 y s = 2,YL = 0,2) resultan ser estrellas puramente hadro´nicas sin importar cua´n
masivas sean. Una vez que se deleptonizan (Yνe = 0), y sus entrop´ıas disminuyen a valores
de s = 1,5 y s = 0,8, hay presencia de materia de quarks pura. Sin embargo, esto sucede en
nuestros ejemplos solo para las estrellas que se encuentran en las regiones gravitacional-
mente inestables para la estrella de temperatura cero, donde las proto-ENs tienen masas
bario´nicas mayores que la correspondiente masa de la estrella fr´ıa. Esto quiere decir que
si bien es posible que contengan materia de quarks en su formacio´n, colapsar´ıan even-
tualmente a un agujero negro. La situacio´n cambia u´nicamente cuando las estrellas se
convierten en estrellas fr´ıas (s = 0, Yνe = 0), las cuales contienen materia de quarks pura en
sus nu´cleos. En las tablas 7.2 y 7.3 mostramos las proto-estrellas segu´n van evolucionando
hacia la estrella de masa ma´xima fr´ıa asociada.
GM1L y ζv = 0,331
Estad´ıos MG [M⊙] R [km] Composicio´n del nu´cleo
s = 1,0 , YL = 0,4 2,05 12,75 Hadro´nica pura
s = 2,0 , YL = 0,2 2,04 12,84 Hadro´nica pura
s = 1,5 , Yνe = 0 2,02 11,94 Hadro´nica pura
s = 0,8 , Yνe = 0 2,01 11,97 Hadro´nica pura
s = 0,0 , Yνe = 0 2,00 11,90 Hı´brida
Tabla 7.2: Masa, radio y composicio´n del nu´cleo para las (proto-) ENs con masa bario´nica conservada
MB = 2,36M⊙ para la parametrizacio´n GM1L.
Se ha propuesto [124, 125] que las proto-estrellas inestables descriptas anteriormente
colapsar´ıan en agujeros negros. Mas au´n, se mostro´ en los trabajos de las referencias
[124, 126] que el colapso podr´ıa estar relacionado a la presencia de hiperones y resonancias
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Figura 7.7: Masa gravitacional versus masa bario´nica para los estad´ıos seleccionados en la evolucio´n
de las proto-ENs. Cada l´ınea termina en la estrella de masa ma´xima de cada estad´ıo. Las l´ıneas verti-
cales indican el inicio de la materia de quarks desconfinada. Las estrellas en la regio´n sombreada son
gravitacionalmente inestables.
DD2 y ζv = 0,328
Estad´ıos MG [M⊙] R [km] Composicio´n del nu´cleo
s = 1,0 , YL = 0,4 2,10 13,09 Hadro´nica pura
s = 2,0 , YL = 0,2 2,09 13,15 Hadro´nica pura
s = 1,5 , Yνe = 0 2,07 12,37 Hadro´nica pura
s = 0,8 , Yνe = 0 2,05 12,49 Hadro´nica pura
s = 0,0 , Yνe = 0 2,04 12,27 Hı´brida
Tabla 7.3: Masa, radio y composicio´n del nu´cleo para las (proto-) ENs con masa bario´nica conservada
MB = 2,43M⊙ para la parametrizacio´n DD2.
∆, y/o materia de quarks, dado que a temperatura finita y con estas composiciones, es
posible alcanzar rangos de masa mayores (sin desestabilizar la estrella), que a temperatura
cero y sin neutrinos atrapados.
Los resultados con superconductividad a temperatura finita resultan muy distintos a
los ya mostrados. Por un lado, es imposible mantener las mismas interacciones vectoriales
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con las que esta´bamos trabajando y conseguir EdE h´ıbridas. El efecto de la temperatura,
en lugar de mover el inicio de la materia de quarks a densidades ma´s altas (como ocurr´ıa
en el modelo PNJL-nl), hace que la transicio´n ocurra a densidades tan bajas que resultan
no-f´ısicas. Es necesario entonces modificar los valores para la constante de acoplamiento
de la interaccio´n vectorial, con el motivo de ver que´ resultados se obtienen en las curvas
de masa radio. Para esto, es posible elegir (por ejemplo) un acoplamiento tal que exista
materia de quarks a temperaturas altas y medias, y que a la vez mantenga la presencia
de quarks a bajas temperaturas. A modo de ejemplo se muestran en la Figura 7.8 estas
curvas para un acoplamiento vectorial ζV = 0,39.
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Figura 7.8: Izquierda: construccio´n de EdE h´ıbridas para el modelo de superconductividad a distintas
temperaturas. Las l´ıneas punteadas corresponden a las EdE hadro´nicas de parametrizacio´n DD2 y las
llenas indican las EdE de quarks con ζV = 0,39 y ζD = 0,75. Los puntos llenos indican do´nde termina la
fase hadro´nica y comienza la fase de quarks. Derecha: relacio´n masa radio para el mismo modelo, los
puntos llenos indican estrella de masa ma´xima.
Como se puede ver, los resultados son completamente opuestos a los del modelo que
incluye al lazo de Polyakov. En el modelo 2SC + s, por un lado, el efecto que produce
la temperatura es mover la transicio´n hadrones-quarks a potenciales qu´ımicos ma´s bajos.
Por otro lado, a medida que se incrementa la temperatura, las masas ma´ximas de las
estrellas disminuyen en lugar de aumentar. Esto tambie´n a su vez da como resultado
masas bario´nicas menores, por lo que resulta imposible cumplir la conservacio´n de masa
bario´nica para el caso de las estrella fr´ıa de masa ma´xima. Por otro lado, el acoplamiento
vectorial elegido en la Figura 7.8 es tal que la transicio´n de fase ocurre directamente de
materia hadro´nica a materia superconductora de color. Sin embargo, la eleccio´n de otros
acoplamientos que permiten una transicio´n de materia hadro´nica a materia normal de
quarks, para luego transicionar a materia 2SC + s, presentan el mismo comportamiento.
Es decir, el efecto de la temperatura mueve la transicio´n a densidades ma´s bajas, pero
las masas de las estrellas obtenidas a medida que se incrementa la temperatura resultan
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menores. En el cap´ıtulo 8 explicaremos dos observaciones que resultan importantes sobre
estos comportamientos.
7.2. Estrellas h´ıbridas con transiciones de fase mixta
Para analizar la posibilidad de que exista una fase mixta en las estrellas, el tratamiento
es el mismo que el explicado en la seccio´n 2.4. En la construccio´n de Gibbs, la transicio´n
de fase es ma´s suave que en la construccio´n de Maxwell, y requiere neutralidad de carga
ele´ctrica global en lugar de local, por lo que las fases hadro´nica y de quark poseen carga
ele´ctrica no nula por separado y tienen potenciales qu´ımicos continuos a lo largo de la
transicio´n. La diferencia a nivel de ca´lculo con la construccio´n a lo Maxwell, radica en
que no es posible construir la fase mixta por simple inspeccio´n de do´nde se cruzan las
curvas, si no que hay que crear un co´digo nume´rico que contenga ambos modelos (de
quarks y hadrones) y que resuelva ambas EdE para cada punto de manera que se cumplan
el conjunto de ecuaciones (2.18)-(2.22). Esto tiene, por un lado la desventaja de que es
muy costoso computacionalmente, pero por otro lado la ventaja de que no hay que hacer
construcciones isote´rmicas primero e isoentro´picas despue´s. Al tener un u´nico co´digo que
resuelva todas las ecuaciones a la vez, se puede pedir la condicio´n de que la temperatura
sea una variable, y que sea igual punto a punto, de tal manera de obtener una entrop´ıa
por bario´n constante.
Dado que en la fase mixta conviven especies de part´ıculas hadro´nicas y de quarks al
mismo tiempo, resulta interesante estudiar que´ sucede con las poblaciones de cada una.
En la Figura 7.9 se muestran las poblaciones para las dos parametrizaciones utilizadas.
Como la fase mixta empieza en la densidad en la que el quark s se desconfina, es notorio
el efecto que eso produce en el resto de las densidades. Para el caso de la parametrizacio´n
GM1L, se observa que cuando comienza la fase mixta, los hadrones que tienen carga
negativa tienen un salto negativo en su poblacio´n, mientras que el neutro´n tiene un salto
positivo, y el hipero´n Λ un salto negativo, pero ambos de menor magnitud que los saltos
de las part´ıculas cargadas. Esto se debe a un efecto combinado producto del desacople del
quark s al comienzo de la fase mixta y la dependencia de las constantes de acoplamiento
con la densidad. Notar que, por ejemplo, este efecto de ”quiebre” en las poblaciones de
part´ıculas es mas notorio en el caso de la parametrizacio´n GM1L, panel derecho de la
Figura 7.9 en la que solo las constantes de acoplamiento relacionadas con el meson ρ
dependen con la densidad. Para la parametrizacio´n DD2, panel izquierdo de la Figura 7.9,
este efecto de ’quiebre’ es menos visible, debido a que todas las constantes de acoplamiento
son dependientes de la densidad.
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Figura 7.9: Poblacio´n de part´ıculas para las estrellas h´ıbridas con fase mixta. Izquierda: parametriza-
cio´n DD2 y ζV = 0,328. Derecha: parametrizacio´n GM1L y ζV = 0,331.
Del mismo modo que en la construccio´n de Maxwell, analizamos ahora las estrellas ob-
tenidas para estad´ıos anteriores a la estrella fr´ıa, correspondientes a EdE con valores finitos
de entrop´ıa y fraccio´n lepto´nica. Los resultados para estrellas h´ıbridas considerando este
tipo de transicio´n de fase, se muestran en el plano masa gravitacional-masa bario´nica de la
Figura 7.10. En este tipo de construccio´n, se pueden observar dos diferencias fundamenta-
les respecto de la construccio´n a lo Maxwell: primero, la ocurrencia de materia de quarks
en la fase mixta se produce mucho antes que la de materia de quarks pura en la transicio´n
abrupta; segundo, a diferencia de las estrellas construidas considerando la transicio´n a lo
Maxwell, en este caso un estad´ıo evolutivo a temperatura no nula (s = 0,8 , Yνe = 0) entra
como estad´ıo posible en la evolucio´n, conservando la masa bario´nica de la estrella fr´ıa. Por
otro lado, la EdE con la parametrizacio´n GM1L resulta en una familia de estrellas que
contienen fase mixta en un rango ma´s extenso de masas que la parametrizacio´n DD2.
Vale preguntarse para que´ rangos de temperaturas es posible obtener un estad´ıo previo
a las ENs fr´ıas. Para eso, mostramos los perfiles de temperatura para las distintas EdE es-
tudiadas, los cuales se muestran en la Figura 7.11. Al analizar la densidad correspondiente
a las estrellas que cumplen con la condicio´n de conservacio´n de masa bario´nica, encontra-
mos que para el estad´ıo (s = 0,8 , Yνe = 0), la temperatura en el centro de la estrella para
las dos parametrizaciones es Tcentral ≃ 28 MeV. Por otro lado, del mismo gra´fico se puede
apreciar claramente que el estad´ıo (s = 2 , Yνe = 0,2) corresponde a la temperatura ma´xi-
ma de las estrellas, siendo hadro´nicas puras. Esto es exactamente igual a los resultados
obtenidos en el caso de transiciones de fase a lo Maxwell, lo que nos lleva a pensar dos
posibilidades: o bien para que nuestros resultados coincidan con los resultados del trabajo
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Figura 7.10: Izquierda: Masa gravitacional en funcio´n de la masa bario´nica para la parametrizacio´n
DD2 en la construccio´n de fase mixta, la parte sombreada corresponde a estrellas gravitacionalmente
inestables. Las l´ıneas verticales indican el comienzo de la fase mixta, y el asterisco indica el comienzo de
la fase pura de quarks. Derecha: las mismas curvas que en el panel izquierdo pero con la parametrizacio´n
GM1L.
de la referencia [44] donde el estad´ıo de ma´ximo calentamiento de la estrella corresponde a
(s = 2 , Yνe = 0), hay que incluir feno´menos de transporte, o bien el ca´lculo correspondiente
a dicho trabajo fue hecho con EdE menos realistas, y el rol de los neutrinos con nuestras
EdE es significativamente distinto como para llegar a ma´ximo calentamiento antes de que
los neutrinos se escapen de la estrella.
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Figura 7.11: Izquierda: Temperatura en funcio´n de la densidad bario´nica para las distintas EdE
analizadas, para la parametrizacio´n DD2. Los puntos llenos marcan la densidad correspondiente a la
densidad central de la estrella de masa ma´xima para cada curva. Izquierda: lo mismo que el panel
derecho pero para la parametrizacio´n GM1L.
Finalmente, para terminar el ana´lisis de la fase mixta, nos resta ver cua´l es el efecto
de la fase 2SC + s en las estrellas fr´ıas. Como era de esperar, la inclusio´n de este efecto
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Figura 7.12: Perfiles de densidad de energ´ıa-masa y masa-radio para las estrellas h´ıbridas con super-
conductividad de color.
disminuye la masa ma´xima de la familia de estrellas obtenida, ya que la inclusio´n de la
superconductividad de color hace que la materia sea ma´s compresible, al punto que para la
parametrizacio´n GM1L no se alcanza la condicio´n de las dos masas solares, como se puede
ver en la Figura 7.12. Por otro lado, aunque usando la parametrizacio´n DD2 se llega a las
dos masas solares, la masa bario´nica obtenida disminuye sensiblemente respecto del caso
sin superconductividad de color. Como se puede ver en la Figura 7.13, la inclusio´n de la
fase 2SC + s nos lleva a una estrella fr´ıa que no tiene estad´ıos anteriores de estrellas que
contengan ni materia de quarks pura ni una fase mixta compuesta por materia hadro´nica
y materia de quarks. El mismo comportamiento se observa para la parametrizacio´n DD2
como la GM1L. Los resultados para las masas, radio y composicio´n del nu´cleo de las
estrellas que conservan masa bario´nica en la construccio´n de fase mixta, se muestran en
las tablas 7.4 y 7.5 para las parametrizaciones DD2 y GM1L respectivamente.
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DD2 y ζv = 0,328
Estad´ıos MG [M⊙] R [km] Composicio´n del nu´cleo
s = 1,0 , YL = 0,4 2,13 11,88 Hadro´nica pura
s = 2,0 , YL = 0,2 2,12 11,96 Hadro´nica pura
s = 1 , YL = 0,05 2,05 11,61 Hadro´nica pura
s = 0,8 , Yνe = 0 2,04 11,60 Hadro´nica pura
s = 0,0 , Yνe = 0 2,01 12,52 Hı´brida con NQM
s = 0,0 , Yνe = 0 2,00 11,56 Hı´brida con 2SC + s
Tabla 7.4: Masa, radio y composicio´n del nu´cleo para las (proto-) ENs con masa bario´nica conservada
MB = 2,42M⊙ para la parametrizacio´n DD2 y fase mixta de hadrones y quarks.
GM1L y ζv = 0,331
Estad´ıos MG [M⊙] R [km] Composicio´n del nu´cleo
s = 1,0 , YL = 0,4 2,08 13,10 Hadro´nica pura
s = 2,0 , YL = 0,2 2,06 12,51 Hadro´nica pura
s = 1 , YL = 0,05 2,02 12,01 Hadro´nica pura
s = 0,8 , Yνe = 0 2,01 11,95 Hı´brida
s = 0,0 , Yνe = 0 2,00 11,85 Hı´brida con NQM
s = 0,0 , Yνe = 0 1,97 12,07 Hı´brida con 2SC + s
Tabla 7.5: Masa, radio y composicio´n del nu´cleo para las (proto-) ENs con masa bario´nica conservada
MB = 2,36M⊙ para la parametrizacio´n GM1L y fase mixta de hadrones y quarks.
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Figura 7.13: Masa gravitacional versus masa bario´nica para los estad´ıos seleccionados en la evolucio´n
de las proto-ENs, con la estrella fr´ıa correspondiente a la EdE con parametrizacio´n DD2 y fase 2SC+s.
Cap´ıtulo 8
Conclusiones
En este trabajo hemos aplicado modelos de quarks no locales para describir la materia
en el interior de ENs. Se calcularon familias de proto-estrellas y estrellas h´ıbridas fr´ıas con-
siderando dos formalismos diferentes para el estudio de la transicio´n de fase de la materia
hadro´nica, ubicada en el nu´cleo externo de la estrella, a la materia de quarks, ubicada
en el nu´cleo interno ya sea como fase u´nica o siendo parte de una fase mixta. A partir
de las ecuaciones TOV de equilibrio hidrosta´tico que nos permiten calcular la estructura
de ENs con simetr´ıa esfe´rica y no rotantes y utilizando las EdE h´ıbridas obtenidas, se
construyeron diferentes familias de objetos compactos y se obtuvieron diagramas de masa
gravitacional-radio, masa gravitacional- masa bario´nica, y masa gravitacional- densidad de
energ´ıa. Analizando los distintos estad´ıos de evolucio´n te´rmica por los que pasar´ıa una EN
desde su estado de proto-estrella hasta que se enfr´ıa, impusimos diferentes restricciones a
nuestras EdE teniendo en cuenta la cota observacional de 2 M⊙ impuesta por los pu´lsares
J0348+0432 y J1614-2230. Asimismo, se tuvieron en cuenta las nuevas restricciones im-
puestas sobre los radios de estos objetos. Las mismas, provienen del ana´lisis de datos del
evento histo´rico conocido como GW170817: la primera deteccio´n de ondas gravitacionales
proveniente de la fusio´n de dos ENs. Para la construccio´n de las EdE h´ıbridas que sirven
para determinar las diferentes familias de estrellas, describimos el marco teo´rico de dos
tipos de transiciones: tipo Maxwell o abrupta y sin formacio´n de fase mixta o tipo Gibbs,
en la cual se produce formacio´n de fase mixta en la que coexisten componentes de ambas
fases y cuya presio´n var´ıa mono´tonamente con las densidad.
Para la fase de quarks, describimos completamente el modelo no local Nambu Jona-
Lasinio en SU(3), con interaccio´n vectorial e incorporacio´n de lazo de Polyakov para
modelar la materia a temperatura cero y a temperatura finita. Del mismo modo se des-
cribio´ el modelo, en este caso sin lazo de Polyakov pero incluyendo superconductividad de
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color en los dos mismos reg´ımenes de temperatura. Este u´ltimo modelo fue desarrollado
permitiendo la formacio´n de diquarks u´nicamente entre los quarks u y d, y formando una
fase 2SC +s, es decir con presencia de quark s ya sea como part´ıcula libre, o en condensa-
do quiral. Obtuvimos que distintas elecciones de interaccio´n vectorial y de acoplamiento
de diquarks retrasan o adelantan el desconfinamiento del quark s, llevando as´ı a distin-
tos tipos de transiciones de fase (primer orden o crossover) para la restauracio´n de la
simetr´ıa quiral de dicho quark. Para la descripcio´n de la materia hadro´nica, nos basamos
en el modelo de campo medio relativista no lineal con constantes de acoplamiento depen-
dientes de la densidad. Dentro del marco de ese modelo, elegimos las parametrizaciones
denominadas DD2 y GM1L por ser algunas de las que se ajustan a las cotas estableci-
das en experimentos correspondientes a la f´ısica hadro´nica. Usando DD2 y GM1L, hemos
calculado la poblacio´n de part´ıculas puramente hadro´nica en proto-ENs para entrop´ıas
y fracciones lepto´nicas t´ıpicas de ese tipo de materia en dicho contexto. De acuerdo al
modelo hadro´nico utilizado en esta tesis, los resultados muestran que los hiperones surgen
a densidades del orden de la densidad de saturacio´n nuclear. Adema´s, la poblacio´n de los
hiperones con extran˜eza aumenta con la densidad, por lo que en una transicio´n de fase
de materia hadro´nica a materia de quarks, el rol del quark s no puede ser descartado.
Ambas parametrizaciones hadro´nicas fueron usadas con las EdEs de la materia de quarks
teniendo en cuenta las densidades en las que los quarks esta´n desconfinados y fuera de la
zona meta-estable determinada por las espinodales en el diagrama de fases del modelo.
Para la construccio´n de EdEs h´ıbridas comenzamos considerando una transicio´n de
fase hadro´n-quark abrupta, usando el formalismo de Maxwell, restringie´ndonos a los valo-
res de interaccio´n vectorial para la materia de quarks que nos permitieron llegar a 2 M⊙.
Adema´s, para cada uno de los casos analizados, elegimos el mı´nimo acoplamiento vectorial
que nos permitiera lograr una transicio´n de fase de materia hadro´nica a materia de quarks
desconfinada a presiones ma´s bajas, de manera de favorecer la presencia de esta u´ltima en
el interior de las EN. Esto nos llevo´ a obtener los valores de interaccio´n vectorial en los
rangos 0,331 < ζv < 0,371 para GM1L, y 0,328 < ζv < 0,385 para DD2. Una vez obtenidas
las diferentes familias de estrellas y establecida la condicio´n de las masas ma´ximas de
dichas familias para cada parametrizacio´n, calculamos la masa bario´nica correspondiente
en cada caso, para describir una evolucio´n te´rmica esquema´tica. Suponiendo EN aisla-
das, utilizamos el diagrama masa gravitacional-masa bario´nica para determinar posibles
estad´ıos de estrellas calientes que puedan evolucionar al correspondiente a la estrella fr´ıa,
conservando su masa bario´nica. Bajo esta condicio´n, para el modelo con lazo de Polya-
kov obtuvimos que para transiciones de fase tipo Maxwell, no existen estad´ıos previos a
la EN de masa ma´xima que contengan materia de quarks libre: estrellas con nu´cleos de
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quarks so´lo son posibles para las configuraciones de estrellas con entrop´ıa nula. Es decir,
el efecto de la temperatura mueve la transicio´n de fase a potenciales qu´ımicos muy altos,
impidiendo que existan configuraciones de estrellas estables con materia de quarks descon-
finada en su interior. Por otro lado, al incluir superconductividad de color (fase 2SC + s)
en el modelo de quarks, encontramos que el efecto de aumentar la temperatura mueve la
transicio´n de fase a potenciales qu´ımicos ma´s bajos, permitiendo as´ı que la materia de
quarks aparezca mucho antes en la EdE h´ıbrida. Lamentablemente este efecto en lugar de
incrementar la masa ma´xima en las estrellas, la disminuye, por lo cual los estad´ıos previos
de proto-ENs con diquarks, no conservan la masa bario´nica necesaria para evolucionar a
la estrella fr´ıa de masa ma´xima, colapsando a un agujero negro. Analizando ma´s en detalle
este comportamiento, pudimos detectar que este efecto no es consecuencia de incluir la
superconductividad de color en el modelo, si no ma´s bien ocurre por no incluir el lazo de
Polyakov, independientemente de considerar o no una fase superconductora.
Para la construccio´n de transiciones de fase en los que se considera el formalismo de
Gibbs, permitiendo as´ı la posibilidad de una fase mixta, obtuvimos que para el caso de la
parametrizacio´n GM1L y acoplamiento vectorial mı´nimo (ζV = 0,331), es posible encontrar
un estad´ıo evolutivo anterior para la estrella fr´ıa de masa ma´xima, con entrop´ıa por bario´n
s = 0,8 y sin neutrinos atrapados, que se corresponde con una estrella con nu´cleo de fase
mixta compuesta por quarks y hadrones. La temperatura obtenida en el centro de la
estrella para este estad´ıo es TGM1Lcentral = 28 MeV. La composicio´n interna de la estrella fr´ıa
de masa ma´xima producto de la evolucio´n de dicho estad´ıo consiste en una fase mixta
de quarks y hadrones, y una fase de quarks desconfinados puros en el nu´cleo interno de
la estrella. Para los casos en los que se tuvo en cuenta la fase 2SC + s, obtuvimos que el
hecho de incluir esta fase para la descripcio´n de la materia de quarks en las ENs disminuye
la masa ma´xima de las estrellas calculadas, tanto para la construccio´n de Maxwell, como
para la construccio´n de Gibbs. Adema´s, en la construccio´n de Gibbs, la combinacio´n de la
parametrizacio´n GM1L con materia 2SC + s no satisface la cota observacional de 2 M⊙.
Sin embargo, esta misma parametrizacio´n combinada con quarks sin considerar la fase
superconductora de color fue la u´nica que dio como resultado una estrella en un estad´ıo
de entrop´ıa no nula con materia de quarks en su interior, como antecesora de las estrella
h´ıbrida fr´ıa de masa ma´xima.
Finalmente, tanto en las construcciones de fase abrupta o mixta, incluyendo o no el lazo
de Polyakov y la superconductividad de color, las estrellas h´ıbridas obtenidas a tempera-
tura cero nunca superaron la masa ma´xima que se obtuvo de considerar materia hadro´nica
pura u´nicamente. Estos resultados eran esperables ya que la inclusio´n del quark s suaviza
la EdE de la materia de quarks, y disminuye la masa ma´xima de la familia de estrellas
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calculada. Sin embargo, hasta el momento no exist´ıan trabajos en modelos no locales que
tuvieran en cuenta una fase superconductora de color conservando el te´rmino de mezcla
(interaccio´n de 6 puntos de ’t Hooft) poniendo de manifiesto que la inclusio´n de dicha inter-
accio´n no endurece suficientemente la EdE. Por ello, es posible que modelos que incluyan
los tres tipos de diquarks, como en el caso de la fase CFL (Color Flavor Locked), den como
resultado EdE ma´s duras que en el caso del modelo 2SC + s. Sin embargo, como vimos, si
no se considera el efecto del lazo de Polyakov del modelo, un aumento en la temperatura
mueve la transicio´n de fase hadro´n-quark a densidades menores. Por esto, ser´ıa interesante
considerar la posibilidad de incorporar nuevas mejoras al modelo de quarks considerado,
por ejemplo, revisando el rol del lazo de Polyakov y estudiando la posibilidad de considerar
una constante de acoplamiento dependiente de la temperatura. Adema´s, si bien en esta
tesis hemos desarrollado la fase 2SC + s, para el estudio de la f´ısica de objetos compactos,
ser´ıa tambie´n interesante investigar el efecto de una fase CFL. El problema de incluir
ambas contribuciones (lazo de Polyakov y superconductividad de color) simulta´neamente
en el modelo debido a la rotacio´n en el espacio de color, au´n queda sin resolver. Para salvar
este punto, en la extensio´n del modelo a T finita incluyendo la fase superconductora de
color, la temperatura se introduce u´nicamente mediante las frecuencias de Matsubara y sin
considerar el potencial de Polyakov. Asimismo, ser´ıa interesante el estudio del diagrama
de fases considerando la fase 2SC + s. La inclusio´n de diquarks en el modelo, seguramente
afectar´ıa la estructura del diagrama de fases con la posible ocurrencia de nuevas regiones
dependiendo de la intensidad de la interaccio´n de diquarks.
Respecto a las configuraciones de estrellas h´ıbridas calculadas en este trabajo, los re-
sultados muestran que, si existiera una transicio´n de fase en el interior de estos objetos,
las ENs de 2 M⊙ podr´ıan contener un nu´cleo interno formado por quarks puros o en una
fase superconductor de color, o bien un nu´cleo interno formado por una fase mixta de
hadrones y quarks con o sin superconductividad de color. Como dijimos al comienzo, la
EdE de la materia densa au´n es incierta. NICER, Strobe-X, y los datos proporcionados
por los detectores de ondas gravitacionales como LIGO y Virgo tienen el potencial no solo
de ayudar a dilucidar que tipo de materia compone el interior de las ENs, sino tambie´n de
lograr una mejor comprensio´n de la estructura y estabilidad de este tipo de objetos, as´ı
como tambie´n del comportamiento de la materia densa sometida a condiciones extremas.
Ape´ndice A
Integrales fermio´nicas para el
modelo NJL
Queremos ver co´mo hacer para calcular las integrales sobre los campos fermio´nicos de
la ecuacio´n (3.19). Para eso es conveniente escribir las corrientes en te´rminos del regulador
transformado en Fourier de la ecuacio´n (3.13), con lo que nos queda
jsa(x) = ∫ d4z d4p(2pi)4 g(p)ψ (x + z2)λaψ (x − z2) e−izp, (A.1)
luego, uno de los te´rminos que aparec´ıan en la integral fermio´nica queda escrito como
∫ d4xσa(x)jsa(x) = ∫ d4xd4z d4p(2pi)4 g(p)σa(x)ψ (x + z2) e−izp. (A.2)
Ahora conviene escribir tanto las transformadas de los campos fermio´nicos como boso´ni-
cos
ψ (x − z
2
) = ∫ d4q(2pi)4ψ(q)eiq(x+ z2 ) (A.3)
ψ (x + z
2
) = ∫ d4t(2pi)4ψ(t)e−it(x− z2 ) (A.4)
σa(x) = ∫ d4s(2pi)4σa(s)e−is(x), (A.5)
donde omitimos expl´ıcitamente los s´ımbolos distintos para las funciones transformadas
para aliviar la notacio´n, debido a que en la siguiente ecuacio´n aparecera´n solo las transfor-
madas en el espacio de momentos. Utilizando (A.3), (A.4) y (A.5) en (A.2) y agrupando
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convenientemente los exponentes, podemos escribir
∫ d4xσa(x)jsa(x) = ∫ d4xd4z d4pd4q d4sd4t(2pi)16 g(p)ψ(q)σa(s)ψ(t)e−ix(s+t−q)e−iz(p− q+t2 )
= ∫ d4pd4q d4sd4t(2pi)8 δ4(s + t − q)δ4(p − q + t2 )g(p)ψ(q)λaσa(s)ψ(t)
= ∫ d4q d4t(2pi)8 g (q + t2 )ψ(q)σa(q − t)ψ(t)
= ∫ d4p(2pi)4 d4p′(2pi)4 g (p + p′2 )ψ(p)λaσa(p − p′)ψ(p′), (A.6)
donde para obtener el ultimo termino de la igualdad solo se realizo´ un cambio de variables
mudas dentro de la integral. Otro te´rmino fermio´nico de la ecuacio´n (3.19) inclu´ıa a la
interaccio´n piaj
p
a(x) pero en este caso el procedimiento resulta igual que lo realizado en
la ecuacio´n (A.6) haciendo el reemplazo de σa por pia y λa por iγ5λa, por lo cual no lo
desarrollaremos. El te´rmino restante es el de la parte libre, que transformando Fourier
nuevamente y escribiendo la delta en el espacio correspondiente resulta
∫ d4x,ψ(x)(−i /∂ −m)ψ(x) = ∫ d4p(2pi)4 d4p′(2pi)4ψ(p)(/p −m)(2pi)4δ4(p − p′)ψ(p). (A.7)
Si juntamos todas las expresiones ya transformadas y con las deltas aplicadas, tenemos
que
∫ d4x [ψ(x) (i /∂ −m)ψ(x) − σa(x)jsa(x) − pia(x)jpa(x)]
= −∫ d4p(2pi)4 d4p′(2pi)4ψ(p)A (p, p′)ψ(p′)
(A.8)
donde el operador A(p, p′) queda definido por
A(p, p′) = (−/p +m) (2pi)4δ4(p − p′) + g (p + p′
2
)λa [σa(p − p′) + iγ5pia(p − p′)] . (A.9)
Si reemplazamos todo esto en el te´rmino de las integrales fermio´nicas de la ecuacio´n (3.19),
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obtenemos que
∫ DψDψ exp{∫ d4x [ψ (i /∂ +m)ψ − σajsa − piajpa]}
= ∫ DψDψ exp{−∫ d4p(2pi)4 d4p′(2pi)4ψ(p)A (p, p′)ψ(p′)}= det [A(p, p′)] , (A.10)
con lo que queda resuelto todo lo que se encontraba dentro de la integral funcional de los




el modelo NJL-nl con
superconductividad de color
En este ape´ndice utilizaremos la notacio´n dpˆ para referirnos a p2 dpdp0. Las integrales
que tienen limites de cero a infinito con ese diferencial, representan integrales dobles, una
en la variable p y la otra en la variable p0, con esos l´ımites en los dos casos. El s´ımbolo⨋ indica que hay que calcular las integrales dobles con los l´ımites mencionados y sumar
sobre la variable c en los tres colores. Cualquier suma sobre distintos colores, o integrales
sobre distintos l´ımites se expresa expl´ıcitamente.
B.1. Granpotencial regularizado con interaccio´n vectorial y
diquarks a T = 0















ln∣Ac∣2 −Real [ln (p+uc2 +m2u)] −Real [ln (p+dc2 +m2d)]}
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Donde
Ac = [q+uc2 +M2uc] [q−dc2 +M∗dc2] + (1 − δbc)∆p2 [∆p2 + 2q+uc.q−dc + 2MucM∗dc] , (B.2)
q±fc = (p⃗, p0 ∓ i [µfc − θ¯fg (p±fc2)]) ,
q±0fc = p0 ∓ i [µfc − θ¯fg (p±fc2)] ,
p±fc = (p⃗, p0 ∓ iµfc) ,
p±0fc = p0 ∓ iµfc,
Mfc = mf + σf g (p+fc2) ,
































µsr = µsg = µdr,
µsb = µdb. (B.4)
B.2. Campos Auxiliares
Para las derivadas siguientes usamos que
∂Log∣Ac∣2
∂k = ∂Log∣A∗cAc∣∂k = 2Real ( 1Ac ∂Ac∂k ). Los
campos auxiliares se obtienen minimizando el granpotencial respecto de cada campo y
resolviendo dicha ecuacio´n acoplada al sistema de ecuaciones correspondientes. Es decir,
hay que considerar el campo D minimizando respecto de ∆, los campos Si respecto de σi
y los campos Vi respecto de θi. El s´ımbolo g
∆ se define como





y los resultados para los campos son
D¯ = −2 ∑
c=r,g∫ +∞0 dpˆpi3 Real
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2∆p3g∆ +∆pg∆ (2q+uc.q−dc + 2MucM∗dc)
Ac
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (B.6)




Mucg (p+uc2) [q−dc2 +M∗dc2] + g (p+uc2) (1 − δbc)∆p2M∗dc
Ac
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (B.7)




M∗dcg∗ (p+dc2) [q+uc2 +M2uc] + g∗ (p+dc2) (1 − δbc)∆p2Muc
Ac
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (B.8)
Ss = −4 ∑









i q0ucg (p+uc2) [q−dc2 +M∗dc2] + ig (p+uc2) (1 − δbc)∆p2q−0dc
Ac
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (B.10)




−i q0dcg (p−dc2) [q+uc2 +M2uc] − ig (p−dc2) (1 − δbc)∆p2q+0uc
Ac
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (B.11)
Vs = −4 ∑
c=r,g,b∫ +∞0 dpˆpi3 Real
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩




Las densidades se obtienen minimizando el granpotencial respecto de cada potencial
qu´ımico: ρfc = ∂Ω∂µfc . Para cada color y sabor resultan












] [(q−dr)2 + (M∗dr)2]
+ ∆2g∆ ∂g∆
∂µur
[∆p2 + 2q+ur.q−dr + 2MurM∗dr]











+ Θ (µur −mu) (µur −mu) 32
3pi2
(B.13)
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[∆p2 + 2q+uc.q−dr + 2MucM∗dr]
+ ∆p2 [∆2g∆ ∂g∆
∂µdr







+ Θ (µdr −md) (µdr −md) 32
3pi2
(B.14)
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+ Θ (µdb −md) (µdb −md) 32
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(B.16)


































+ Θ (µsb −ms) (µsb −ms) 32
3pi2
(B.18)
Las densidades totales se obtienen de sumar en color: ρf = ∑c=r,g,b ρfc. Las derivadas que
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B.4. Sistema de ecuaciones a resolver
σu +GSSu + H
2
SdSs = 0 (B.20)
σd +GSSd + H
2
SsSu = 0 (B.21)
σs +GSSs + H
2
SuSd = 0 (B.22)
θu −GV Vu = 0 (B.23)
θd −GV Vd = 0 (B.24)
θs −GV Vs = 0 (B.25)∑
c=r,g,b(23ρuc − 13ρdc − 13ρsc) − ρe − ρµ = 0 (B.26)
nB − ∑
c=r,g,b
ρuc + ρdc + ρsc
3
= 0 (B.27)
∆ +GDD = 0 (B.28)∑
f=u,d,s (ρfr + ρfg − 2ρfb) = 0. (B.29)
B.5. Granpotencial Regularizado Con interaccio´n vectorial
y diquarks a T finita















ln∣Anc∣2 −Real [ln (p+unc2 +m2u)] −Real [ln (p+dnc2 +m2d)]}
− 1
2
⎡⎢⎢⎢⎢⎣∑f (σ¯f S¯f + GS2 S¯2f + θ¯f V¯f − GV2 V¯ 2f ) + H2 S¯uS¯dS¯s + 2∆¯D¯ +GDD¯2






[ln(1 + e−Ef−µfcT ) + ln(1 + e−Ef+µfcT )] (B.30)
Donde
Anc = [q+unc2 +M2uc] [q−dnc2 +M∗dnc2]+(1 − δbc)∆p2 [∆p2 + 2q+unc.q−dnc + 2MuncM∗dnc] (B.31)
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wn = (2n + 1)piT
q±fnc = (p⃗, wn ∓ i [µfc − θ¯fg (p±fnc2)])
q±0fnc = wn ∓ i [µfc − θ¯fg (p±fnc2)]
p±fnc = (p⃗, wn ∓ iµfnc)
p±0fnc = wn ∓ iµfc
Mfnc = mf + σf g (p+fnc2)




Ef = √p2 +m2f (B.32)
Las densidades se obtienen de hacer las mismas derivadas que antes. Sin embargo es fa´cil
ver que en el te´rmino de las exponenciales del granpotencial en la ecuacio´n (B.30) el u´nico
ı´ndice de color es el de los potenciales qu´ımicos. Por lo cual las densidades a temperatura
finita sera´n las mismas que a temperatura cero realizando el reemplazo
∫ dp0(2pi) ∫ d3p(2pi)3 f(p0,p)→ T ∞∑n=−∞∫ d3p(2pi)3 f(wn − iµ,p). (B.33)
y cambiando el te´rmino Θ (µf,c −mf) por la derivada correspondiente del te´rmino expo-
nencial. Debido a que es una derivada sencilla, e incluir las densidades completas nueva-
mente a temperatura finita tiene una escritura muy parecida a la mostrada a temperatura
cero, obviaremos escribirlas de manera expl´ıcita. Del mismo modo, los campos auxiliares
D, Si y Vi, no incluyen al te´rmino exponencial, el cual viene de la parte libre. Por lo tanto
su escritura resulta exactamente igual que a temperatura nula, realizando dicho reemplazo.
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